TRIANGULOS CABRI

Problema 897. (César Beade Blanco, 2018) Dado un triangulo ABC, proyectamos el vértice A sobre las
bisectrices interior y exterior de B y C, obteniendo, respectivamente, los puntos Py, Qap, Pac Y Qac.
Repitiendo esta operacion para los vértices B y C, resultaran ocho puntos mas Ppa, Qpa, Poc Y Qne
(proyectando B) Y Pca, Qca, P Y Qu (proyectando C). Se consideran también los excirculos y el incirculo,
cuyos centros son l,, Iy, I e L.

Demostrar que:
@ Estos doce puntos se pueden agrupar en cuatro series conciclicas de seis puntos:
O Cna:PabPacPPucQcaQba
® Cup: PocPraPacPcaQab Qe
©® Cic:PeaPevPraPabQacQnc

o Cm: QaanchachQcanb

@ Si Ma, My, M; y M son sus centros, éstos forman un sistema ortogonal (los tres pares de rectas que
determinan son ortogonales) y, ademas, los lados (o prolongaciones) de cualquier tridngulo con estos
vértices corta al triangulo ABC en los puntos medios de sus lados.

® Se define la circunferencia de Monge (también llamada circunferencia ortdptica) de tres circunferencias

como la circunferencia que es ortogonal a las tres circunferencias dadas. Probar que cada una de estas
circunferencias es la circunferencia de Monge de tres inscritas.
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Solucion:

Considerando coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC, se puede determinar que:

Pn=(@:a-c:c) Pra=(b-c:b:c) Pa=(c—-b:b:c)
Quw=(:a+c:—c) Qpa=({O+c:b:—) Qw=(C+b:-b:c)
Pae=(@:b:a-b) Pe=(@:b:b-a) Pos=(@:c—a:c)
Qa=(a:-b:a+hb) Qu=(-a:b:b+a) Quw=(-a:c+a:c)

® Como la ecuacion de una circunferencia general es:
a?yz +b2xz +c2xy — (ux +vy +wz)(x +y+2) =0 (u,v,w € R)

© Imponiendo que pase por los puntos P.,, P, ¥ Pe, Obtenemos que:

~(b—c)*-a?
u= 4
, o {arc)’—p?

42
_(a+b) —c?
w= 4

por lo que la ecuacion de la circunferencia que pasa por estos tres puntos es:

4(a?yz +b2xz+c2xy) - [[(b—c)?—a?]x+[(a+c)* —b2Jy+[(@+b)? —c2]z](x+y+2) =0

pudiéndose comprobar que esta circunferencia pasa por los otros tres puntos de esta serie, ya que
sus coordenadas verifican su ecuacion. Ademas, como el centro de una circunferencia es el
conjugado de la recta del infinito respecto de ella, entonces, sus coordenadas vienen dadas por la
solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

(b—c)’—a2 —c(-a+b+c) -b(-a+b+c) |[ 1
0=(xyz) —cl-a+b+c) (a+c)*~b? al-a+b+c) | -1
—b(-a+b+c) a(-a+b+c) (a+b)*-c? 0
(b-c)?-a?2 —c(-a+b+c) -b(-a+b+c) |[ 1
0=(xyz) —cl-a+b+c) (a+c)*~b2 al-a+b+c) | O
—b(-a+b+c) a(-a+b+c) (@+b)’-c2 )| -1

es decir:

Ma=(b+c:c-a:b-a)
Imponiendo que pase por los puntos Py, Ppa ¥ Pa, Obtenemos que:

_ (b+c)’-a?
u= 42

_ _h2

V:(a c) —b

4'2
_ (@a+b) —c?
W= 4
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por lo que la ecuacion de la circunferencia que pasa por estos tres puntos es:
A@2yz+b2xz +c2xy) - [[(b+c)* —a? x+[(a—c)* —b2ly+[(@+b)* —c?Jz](x+y+2) =0

pudiéndose comprobar que esta circunferencia pasa por los otros tres puntos de esta serie, ya que
sus coordenadas verifican su ecuacion. Ademas, como el centro de una circunferencia es el
conjugado de la recta del infinito respecto de ella, entonces, sus coordenadas vienen dadas por la
solucidn del siguiente sistema de ecuaciones:

a2—(b+c)® cla—b+c) -bla—-b+c) | 1
0=(xyz) cla-b+c) b2-(a-c)® ala—b+c) | -1
—bla-b+c) a@a-b+c) c2-(@+b)* JL 0
a2—(b+c)® cla—b+c) -bla-b+c) | 1
0=(xyz) cla-b+c) b2-(a-c)® ala—b+c) | 0
—bla-b+c) a@a-b+c) c2-(a+b)* J| -1

es decir:
Mp,=(c-b:a+c:a-b)

© Imponiendo que pase por los puntos Pg, Po Y Ppa, Obtenemos que:

_ (b+c)’*-a?
u= 4

_(a+c) —-b?
= 4

_(a=b) —c?
W=""3

por lo que la ecuacion de la circunferencia que pasa por estos tres puntos es:
4@2yz+b2xz +c2xy) - [[(b+c)*—a?|x+[(a+c)*—b2ly+[(@a=-b)*—c?Jz](x+y+2) =0

pudiéndose comprobar que esta circunferencia pasa por los otros tres puntos de esta serie, ya que
sus coordenadas verifican su ecuacion. Ademas, como el centro de una circunferencia es el
conjugado de la recta del infinito respecto de ella, entonces, sus coordenadas vienen dadas por la
solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

a?2-(b+c)® —cla+b-c) bla+b-c) 1
0=(xyz) —cla+b-c) b2—(a+c)* ala+b-c) | -1
ba+b-c) a(@a+b-c) c2—(a-h)*> Jl O
a?2—(b+c)®> —cla+b-c) bla+b-c) 1
0=(xyz)l —cla+b—c) b?—(a+c)* ala+b-c) || 0
b(a+b-c) ala+b-c) c2—(a-b)* | -1

es decir:

M.=(b-c:a-c:a+h)
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® Imponiendo que pase por los puntos Qgay, Qac Y Qba, Obtenemos que:

~(b—c)*-a?
u_—42

_(a—c) —b?
v_—42

_(a=b) —¢c?
W= 4

por lo que la ecuacion de la circunferencia que pasa por estos tres puntos es:
4a2yz +b2xz+c2xy) - [[(b—c)?—a?]x+[(@a-c)* = b2y +[(a—b)* = c?]z](x +y+2) =0

pudiéndose comprobar que esta circunferencia pasa por los otros tres puntos de esta serie, ya que
sus coordenadas verifican su ecuacion. Ademas, como el centro de una circunferencia es el
conjugado de la recta del infinito respecto de ella, entonces, sus coordenadas vienen dadas por la
solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

a2—(b-c)® cl@a+b+c) bl@a+b+c) | 1
0=(xyz)|l cl@a+b+c) b2-(a—c)* ala+b+c) | -1
b(a+b+c) ala+b+c) c2-(a-b)*> Jl 0
a2—(b-c)* cla+b+c) bla+b+c) 1
0=(xyz)|l cla+b+c) b2—(a—c)* ala+b+c) | 0
ba+b+c) ala+b+c) c2-(a-b)* | -1

es decir:
M=(b+c:a+c:a+b)
@ Como:

Ma=(b+c:c—a:b—a)=(2(_§:§+c) : 2(_;;§+C) : 2(_£+—S‘+C)J
N F e R e R cerers)
Me=(b-c:aciarh)=(pphat oy 5pagt oy et s
M=(b+c:a+c:a+b)=(2(atr;)c+c) : 2(a6-1++b(irc) : Z(aﬁj:;)tic))

entonces:

© Lasrectas MM. y MyM. son perpendiculares, ya que sus puntos del infinito:

_ ab+c) } ab : ac _ Ch.

(MMa)‘”_[(a+b+c)(—a+b+c) " (a+b+c)a+b+c) '_(a+b+c)(—a+b+c)]_(b+c'_b'_c)
alb—c) . ab . ac _ - -

(MbMC)”:[(a—bJrc)(aer—c) " (a-b+c)a+b-c) (a—b+c)(a+b—c)]_(b_c'_b'C)
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coinciden con los puntos del infinito de las bisectrices interior y exterior correspondientes al
vértice A y ambas bisectrices son perpendiculares. Ademas, como:

b+c a+c a+b
b+cc-ab-a|=0
0 1 1
c-b a+c a-b
b-ca-c a+b | =0
0 1 1

entonces, ambas rectas pasan el punto medio W=(0:1:1) del segmento BC.

Las rectas MMy y MaM. son perpendiculares, ya que sus puntos del infinito:

ab . b(a+c) ) bc . )
(MMb)w:(_(a+b+c)(a—b+c) "(a+b+c)a—b+c) '_(a+b+c)(a—b+c)j_(_a'a+c'_c)
_ ab , b(a-c) . bc . )
(MaMC)”_(_(—a+b+c)(a+b—c) “(-a+b+c)a+b-c) (—a+b+c)(a+b—c)j_(_a'a_c'C)

coinciden con los puntos del infinito de las bisectrices interior y exterior correspondientes al
vértice B y ambas bisectrices son perpendiculares. Ademas, como:

b+c a+c a+b
c-b a+ca-b|=0
1 0 1
b+cc—-ab-a
b-ca-c a+b | =0
1 0 1

entonces, ambas rectas pasan el punto medio V=(1:0:1) del segmento AC.

Las rectas MM. y M.M; son perpendiculares, ya que sus puntos del infinito:

3 ac . bc . c(a+h) .

(MMC)“_(_(a+b+c)(a+b—c) ““(@a+b+c)a+b-c) (a+b+c)(a+b—c)]_(_a'_b'a+b)
c . c . c Cah.

(MaMb)w:((—a+b+c)(a—b+c) “(-a+b+c)a-b+c) (—a+b+c)(a—b+c)]_(_a'b'a_b)

coinciden con los puntos del infinito de las bisectrices interior y exterior correspondientes al
vértice C y ambas bisectrices son perpendiculares. Ademas, como:

b+c a+c a+b
b-ca-ca+b|=0
1 1 0
b+cc—-ab-a
c-b a+c a-b|=0
1 1 0

entonces, ambas rectas pasan el punto medio U=(1:1:0) del segmento AB.
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® En este apartado utilizaremos el hecho de que dos circunferencias secantes (Oq,r1) Yy (O,,r2) son
ortogonales si y s6lo si la recta polar de O, respecto de (O,,r,) coincide con el eje radical de ambas
circunferencias:
O Como:
(M) : 4(a%yz + b2xz+c2xy) — [[(b—c)* —a2]x+[(@a—-c)* =b?]y+[(a=b)* -2 ]z](x +y+2) =0

entonces, la circunferencia (M) es la circunferencia de Monge de las tres circunferencias
exinscritas al tridngulo ABC, ya que:

© Como:
(1) : 4(a2%yz +b2xz + c2xy) —[(@a+b+c)’x+(@a+b—c)’y+(a—b+c)’z](x +y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e (I,) es la recta de ecuacion:
(@®>+ab+ac+2bc)x+b(@a+b-c)y+cla-b+c)z=0

y coincide con la recta polar de M respecto de (1,) :

(@a+b+c)® (@+b)>-c? (a+c)®=b? | b+c
0=(xyz)l (@+bh)’~c? (a+b-c)® (b—c)’*-a? | a+c
(@a+c)*-b? (b-c)*—a? (a—b+c)> )| a+b

0=(a?+ab+ac+2bc)x+b(@a+b-c)y+cla-b+c)z
® Como:
(1y) : 4(@%yz + b2xz + c2xy) —[(@a+b—c)*x+ (@+b+c)’y+ (—a+b+c)’z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e (I,) es la recta de ecuacion:
a(-a+b+c)x+(?+ab+bc+2ac)y+cla+b-c)z=0

y coincide con la recta polar de M respecto de (Iy) :

(a+b-c)® (@a+b)>-c? (a—-c)>-b? | b+c
0=(xyz) (@+bh)®-c? (a+b+c)® (b+c)’—a? | a+c
(a-c)>-b? (b+c)*—a? (~a+b+c)® Jl a+b

O=a(-a+b+c)x+(b?+ab+bc+2ac)y+cla+b-c)z
® Como:
(I¢) : 4(a2yz+ b2xz +c2xy) —[(@a—b+c¢)’x+ (ca+b+c)’y+(@+b+c)*z](x+y+2z) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e (I.) es la recta de ecuacion:

al@a-b+c)x+b(-a+b+c)y+(c?+bc+ac+2ab)z=0
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y coincide con la recta polar de M respecto de (l.) :

(a-b+c)® (@a-b)*-c? (a+c)®’ =02 | b+c
0=(xyz)l (@-b)’—c? (-a+b+c)® (b+c)*-a? | a+c
(a+c)>-b? (b+c)’—a? (a+b+c)®> Jl a+b

O=a(@a-b+c)x+b(-a+b+c)y+(c?+bc+ac+2ab)z
® Como:

(Ma) 1 4(ayz + b2xz +c2xy) —[[(b—c)* —a2 Jx + [(a+c)* = b?]y+ [(a+b)* = c2 Jz](x +y+2) =0
entonces, la circunferencia (Ma.) es la circunferencia de Monge de la circunferencia inscrita al
tridngulo ABC y de las circunferencias exinscritas correspondientes a los vértices B y C de
dicho triangulo, ya que:

© Como:

(1) : 4(ayz + b2xz+c2xy) = [(ra+ b +c)*x+ (@a—b+c)’y+ (a+b—c)?z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M.) e (1) es la recta de ecuacion:

—(a®?-ab—ac+2bc)x+b@a-b+c)y+cla+b-c)z=0

y coincide con la recta polar de M. respecto de (1):

(-a+b+c)® (@a-b)>-c? (a-c)*-b? |[ b+c
0=(xyz)l @-b)’-c? (a-b+c)® (b-c)*-a? | c-a
(a-c)®*-b? (b-c)’-a? (a+b-c)® || b-a

0=—(a?-ab—-ac+2bc)x+b(a-b+c)y+cla+b-c)z
© Como:
(Iy) : 4(@%yz + b2xz + c2xy) —[(@+b—c)*x+ (@+b+c)’y+ (—a+b+c)’z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M.) e (Iy) s la recta de ecuacion:
al@a+b-c)x+b(@a+b+c)y+(c?—ac+bc—2ab)z=0

y coincide con la recta polar de M. respecto de (lb):

(@a+b-c)® (@+b)>-c? (a-c)®-b? | b+c
0=(xyz) (@+rb)’-c? (a+b+c)* (b+c)*-a? | c-a
(a-c)*-b? (b+c)*—a? (a—b+c)> )| b-a

O=a(@a+b-c)x+b(a+b+c)y+(c?—ac+hbc-2ab)z
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® Como:
(I¢) : 4(@%yz + b2xz + c2xy) — [(a—b+c)*x+ (-a+b+c)’y+ (@a+b+c)*z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M.) e (l¢) es la recta de ecuacion:
ala—b+c)x+(b?2—ab+bc—-2ac)y+cla+b+c)z=0

y coincide con la recta polar de M. respecto de (l¢):

(a-b+c)® (@a=b)?>-c? (a+c)®-b2 ) b+c
0=(xyz)l (@-b)*-c? (-a+b+c)® (b+c)*-a? || c-a
(@a+c)?=b2 (b+c)’-a? (a+b+c)® J| b—-a

O=a(@a-b+c)x+(b2—ab+bc—-2ac)y+cla+b+c)z
©® Como:

(Mp) : 4(@%yz+b2xz+c2xy) - [[(b+c)*—a?x+[(@a—-c)*—b2 Jy+[(a+b)* —c?Jz](x+y+2) =0
entonces, la circunferencia (Ms) es la circunferencia de Monge de la circunferencia inscrita al
tridngulo ABC y de las circunferencias exinscritas correspondientes a los vértices A y C de
dicho triangulo, ya que:

© Como:

(1) : 4(a2yz + b2xz + c2xy) —[(ca+b+c)’x+(@a+b—c)’y+(a—b+c)’z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e (1) es la recta de ecuacion:
a(-a+b+c)x—(b?—ab-ac+2ac)y+cla+b-c)z=0

y coincide con la recta polar de My respecto de (I):

(-a+b+c)® (@a-b)*-c? (@a-c)?’-b2 ) c—b
0=(xyz) (@-b)*-c2 (a-b+c)® (b—c)*-a? || a+c
(a-c)®’=b% (b-c)?-a? (a+b-c)®> )l a=b

O=a(-a+b+c)x—(b?—ab—ac+2ac)y+cla+b-c)z
© Como:
(1) : 4(@%yz + b2xz + c2xy) — [(@a+b+c)*x+ (@+b—c)’y+ (@—b+c)’z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e (l.) s la recta de ecuacion:

ala+b+c)x+ba+b-c)y+(c?+ac—bc—2ab)z=0
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y coincide con la recta polar de My respecto de (l.):

(@a+b+c)® (@a+b)*-c? (a+c)’-b% ) c=b
0=(xyz) (@+b)®*~c? (a+b—c)® (b-c)*-a? | a+c
(@a+c)>-b? (b-c)’-a? (a-b+c)® )| a=b

O=a(a+b+c)x+b(a+b-c)y+(c?+ac—bc-_2ab)z
® Como:
(I¢) : 4(@%yz + b2xz + c2xy) - [(a—b+c)*x+ (-a+b+c)’y+ (a+b+c)*z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e (lc) es la recta de ecuacion:
(a2 —ab+ac—2bc)x+b(-a+b+c)y+cla+b+c)z=0

y coincide con la recta polar de M, respecto de (l¢):

(a-b+c)® (@a=b)?>-c? (a+c)’-b2 ) c=b
0=(xyz) (@-b)?-c? (-a+b+c)® (b-c)®-a? || a+c
(@a+c)?=b2 (b—-c)’-a? (a+b+c)® || a=b

0=(a?-ab+ac—2bc)x+b(-a+b+c)y+cla+b+c)z
® Como:

(M¢) : 4@2yz +b2xz +c2xy) —[[(b+c)* —a2 [x+[(@a+c)® —b2ly+[(a—-b)* - c2Jz](x +y+2) =0
entonces, la circunferencia (M.) es la circunferencia de Monge de la circunferencia inscrita al
tridngulo ABC y de las circunferencias exinscritas correspondientes a los vértices A y B de
dicho triangulo, ya que:

© Como:

(1) : 4(a2yz + b2xz +c2xy) —[(ca+b+c)’x+(@+b—c)’y+(@a—b+c)’z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e () es la recta de ecuacion:
a(-a+b+c)x+bla-b+c)y—(c?—ac—bc+2ab)z=0

y coincide con la recta polar de M. respecto de (I):

(-a+b+c)? (a-b)?-c? (a-c)*-b? ) b-c
0=(xyz)l @-b)?-c? (a-b+c)® (b-c)*-a? | a-
(a-c)®*-b? (b-c)’-a® (a+b-c)®> J| a+b

O=a(-a+b+c)x+b(a—b+c)y—(c?—ac—bc+2ab)z
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© Como:
(1) : 4a2yz + b2xz + c2xy) — [(@a+b+c)*x+ (@+b—c)’y+ (@a—b+c)’z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e (l.) es la recta de ecuacion:
a@a+b+c)x+(b2+ab—-bc-2ac)y+cla-b+c)z=0

y coincide con la recta polar de M. respecto de (l.):

(a+b+c)® (@a+b)*—c? (a+c)®-b2 | b-c
0=(xyz) (@a+b)®*~c? (a+b—c)® (b-c)*-a? | a-c
(a+c)’—b? (b—-c)’-a? (a—b+c)> | a+b
O=a(@a+b+c)x+(b>+ab—bc—2ac)y+cla-b+c)z
® Como:
(Ip) : 4(a2yz + b2xz + c2xy) — [(@a+b—c)’x+(@a+b+c)’y+(a+b+c)’z](x+y+2) =0
entonces, el eje radical entre las circunferencias (M) e (o) es la recta de ecuacion:

(@2 +ab—ac—2bc)x+b(@a+b+c)y+c(-a+b+c)z=0

y coincide con la recta polar de M. respecto de (ly):

(@a+b-c)® (@a+b)*-c? (a-c)?-b? ) b-
0=(xyz)| @+b)*~c? (a+b+c)’ (b+c)’—a? -
(@a-c)®*=b? (b+c)®’-a? (-a+b+c)® )| a+b

0=(%+ab—-ac-2bc)x+b(@a+b+c)y+c(-a+b+c)z
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