Problema n° 897

Beade, C. (2018): Comunicacion personal.

Dado un tridangulo ABC, proyectamos el vértice A sobre las bisectrices (interior y exterior) de B (y de C)
obteniendo, respectivamente los 4 puntos Pab, Qab, Pac y Qac . Repitiendo esta operacién para los vértices B 'y
C resultarian 8 puntos més, Pba, Qba, Pbc y Qbc (proyectando B) y Pca, Qca, Pcb y Qcb (proyectando C).
Nombremos también a los incirculos como Exa, Exb, Exc e In

Demostrar:

A. Estos 12 puntos se pueden agrupar en 4 series concilicas de 6 puntos:

cma:PabPacPcbPbcQcaQba, cmb:PbcPbaPacPcaQabQcb, cmc:PcaPcbPbaPabQacQbc y
cm:QabQacQbaQbcQcaQch.

B. Cada uno de los cuatro circulos es ortogonal a los tres circulos escogidos entre el circulo inscrito y los tres circulos
exinscritos del tridngulo ABC.

Asi, Cm corta ortogonalmente los tres circulos exinscritos de centros Exa, Exb y Exc ... Cma corta ortogonalmente el
circulo inscrito de centro In y los dos circulos exinscritos de centros Exb y Exc etc...

C. Si Ma, Mb, Mc y M son sus centros, estos forman un sistema ortogonal y ademas los lados (o
prolongaciones) de cualquier triangulo con esos vértices corta al ABC en los puntos medios de sus lados.

Solution proposée par Philippe Fondanaiche

Lemme n°1: les projections du sommet A d'un triangle ABC sur les bissectrices intérieures et extérieures des
angles en B et C sont alignées sur la droite paralléle au c6té BC qui passe par les milieux des cotés AB et AC.
En d'autres termes,si I'on désigne par Hy, et H. les milieux respectifs des cotés AB et AC, avec les notations de
I'énoncé, les six points Pap,Qap,Pac, Qac,Hp €t He sont alignés sur une méme droite A,.

Démonstration: Les bissectrices intérieure et extérieure de I'angle en B sont perpendiculaires entre elles. Les
quatre points A,Pa, ,B et Qg sont les sommets d'un rectangle dont les deux diagonales AB et P,,Qap Se coupent



en leur milieu He.

D'autre part £ QapPaB = £ ABPy, = £ CBPyy,. La doite P4,Qap est donc paralléle au coté BC.

De la méme fagon, on démontre que la droite P,.Q,c passe par le point Hy, du c6té AC et est paralléle au coté
BC.

Corollaire: les six points Pyc, Que,Pha; Qoa, He €t Ha @insi que les six points Pea,Qca,Pen, Qeh,Ha €t Hp sont alignés
sur les droites Ay, et A; paralléles aux cotés CA et AB et passant par les milieux des cotés BC et BA d'un part,
CA et CB d'autre part.

Question A

Lemme n°2: les quatre points Pap,Pyc,Pac €t Pey, sont cocycliques.

Comme Py, et P¢, sont respectivement les projections de B et de C sur la bissectrice de I'angle en C et sur la
bissectrice de I'angle en B, les quatre points B,C,P¢, et Py sont cocycliques.

Donc £ PpcPebPap = £ PpcPeuB = £ PpcCB = £ PCB = £ CPycPq (d'apres le lemme n°1)

D'ou £ PpcPcbPap = £ PpcPacPab-

Lemme n°3: les quatre points Pay,Ppc,Pac €t Qpa SONt cocycliques.

Pab et Qq d'une part, Py, et Qp, d'autre part ,étant respectivement les projections de A et de B sur les
bissectrices intérieures et extérieures de I'angle en B et en A, les six points A,Pay,Ppa,B,Qan €t Qpa SONt
cocycliques.

D'ol £ PapQpaPoc = £ PapQpaPra = PapBPpa = 90° — ZBAI - ZABI = ZBCl = ZBCPy = £ Py Pac Poc
(d'aprés le lemme n°1).

Corollaire: on substitue le point C au point B et on déduit que les quatre points Pgy,Ppc,Pac et Qca SONt
cocycliques.

En combinant les lemmes n°2 et n°3 et leur corollaire,on déduit la cocyclicité des six points Pay,Ppc,Pac,Pcb, Qba
et Qca (cercle I'y) puis, en substituant le sommet B au sommet A, on a celle des six points Ppa,Puc,Pac,Pca, Qap €t
Qcp (cercle T'p) et enfin, en substituant le sommet C au sommet B, celle des six points Pca,Pch,Pap,Pba, Qac €t Qbe
(cercle I'y) .

Lemme n°4: les quatre points Qpa ,Qca ,Qan €t Qcp SONt cocycliques ainsi que les quatre points Qpa ,Qca ,Qap €t
Qac-

Comme les quatre points A,B,Qan et Qpa SONt cocycliques (cf lemme n°3), on a les relations d'angles:

Z QanQbaQca = £ QanQpaA = 180° — £ Qap BA = £ Qap Qb Qca (car A est parallele a AB).

De méme comme les quatre points A,C,Qxc et Qca sont cocycliques, £ AQacQca = L ACQca = £ BAC/2 et
QabQacQca = £ QapQac A + £ AQacQca = £ ACB/2 + /BAC/2 =90° — £ ABC/2 = £ QaBA = 180° — £ QapQpa A.
Corollaire: les cing points Qpa ,Qca ,Qan, Qcb €t Qac SONt cocycliques. En substituant C a B on obtient le sixieme
point Qyc qui figure sur le méme cercle.

Les six points Qan,Qba Qac,Qca ,Que €t Qcp soNt donc cocycliques (cercle T).

Question B

On trace dans le triangle ABC le cercle inscrit (y) de centre | et les cercles exinscrits (va), (o) et (yc) de centres
Ea ,Ep et Ec . Soit K, la projection de | sur le coté BC et L,, Ly et L les projections des points E, ,Ep et E. sur les
cotés du triangle ABC.

Lemme n°5: les deux cercles (y) et (I'y) sont orthogonaux.

Cela revient a démontrer que la puissance de | par rapport au cercle (I'p) est égale au carré du rayon du cercle
(y)- En d'autres termes I1Ky2 = IPp,. IPc,.

Or IPp, = I1B.sin( £ 1BPy,) = IB.sin( £ ABC/2) et IPe, = IC.sin( £ ICP¢,) = IC.sin( £ ACB/2).

D'autre part 1K, = IB.sin( £ IBC) = IB.sin( £ ABC/2) et IK; = IC.sin( £ ICB) = IB.sin( £ ACB/2).

D'ou 1Ky2 = IB.IC.sin( £ ABC/2). sin( £ ACB/2) = IPp;.1Pc,.

Corollaire: le cercle (y) est orthogonal aux trois cercles (I's), (I'v) et (I'c)

Lemme n°6: le cercle (y,) est orthogonal au cercle (T'y) et au cercle (I';).

Cela revient a démontrer que la puissance de E, par rapport au cercle (I'y) est égale au carré du rayon du cercle
(va). Comme précédemment on démontre aisément que E L% = EqPpa. EaPca. Méme raisonnement avec le cercle
(To)-

Corollaire: les cercles (ya), (vb) et (yc) sont respectivement orthogonaux aux cercles (I'p) et (I'c) , (I'y) et (I'¢) et
enfin (I",) et (I'p).



Conclusion : (I'y) est orthogonal aux cercles (v), (yb) et (yc); (I'v) est orthogonal aux cercles (y), (ya) et (yc) et
enfin (I"¢) est orthogonal aux cercles (y), (va) et (yb)-

Question C

Les trois droites A,, Ap et A sont les axes radicaux des cercles (I'y),(I'p) et (I'c) pris deux a deux et le point I est
le centre radical.

D'aprés le lemme n°1, les droites A,,Ap et A prises deux a deux se coupent aux milieux Ha,Hp et H. des cotés du
triangle ABC.Comme £ AQpaHa = £ AQcaHa = 90° — £ BAC/2, le triangle H,QpaQca €st isocéle. Les points
Ha,M et M, qui sont situés sur la médiatrice de QuaQca SONt donc alignés sur une droite qui est paralléle a la
bissectrice intérieure de I'angle en A. 1l en est de méme des points Hy,,M et My, ¢t He,M et M. qui sont
respectivement alignés sur des droites paralléles aux bissectrices intérieures des angles en B et en C.

La droite MyM. qui est la médiatrice de PpaPca, €st perpendiculaire a la bissectrice de I'angle en A. Elle est donc
perpendiculaire a MaH, Méme constat pour MM, qui est perpendiculaire a MyHp, et pour MaM,, qui est
perpendiculaire @ M¢H.

Conclusion: les trois points My,Mj; et M. sont les sommets d'un triangle dont M est I'orthocentre. Ces quatre
points forment bien un systéme orthogonal et les droites qui portent les c6tés du triangle MMM, passent par
les milieux Ha,Hp et H. des cotés du triangle ABC.



