Problema 899 b.-

Dado un tridangulo escaleno ABC, sean G su baricentro y H su ortocentro. Sea P, el segundo punto de
interseccion de las circunferencias que contienen a A y son tangentesa BCen Byen C.

Definimos similarmente P y P;. Demostrar que G, H, Py, Pg vy P¢ son conciclicos.

Ultimo problema de la geometria del trigngulo de la revista American Mathematical Monthly (2018).
Propuesto por Hakan Karakus, Antaya, Turkia.

Solucién de Florentino Damian Aranda Ballesteros, Cérdoba (Espaiia).

m Vamos a probar que los puntos P4, Pg y P; son precisamente las proyecciones perpendiculares del
ortocentro H sobre las respectivas medianas m,, m, y m., respectivamente. Si este hecho fuese cierto,
entonces los puntos P4, Pg y P¢ pertenecerian a la circunferencia de didmetro GH. De este modo, el centro
de esta circunferencia seria Q’, el punto simétrico de O (=circuncentro) respecto de G (=Baricentro).

Asi, en efecto, los puntos G, H, P4, Pz y P serian conciclicos.

B Sean un tridngulo escaleno ABC y una de sus medianas m,. Por el ortocentro H, trazamos la perpendicular
a dicha mediana siendo P, el punto donde se interceptan.

Entonces las circunferencias circunscritas a los tridngulos AP4B y AP,C son tangentes al lado BC en los
puntos B y C, respectivamente.

Dem.-

Por razones de similitud, bastard probar sélo este hecho con una de las circunferencias.

Sea ()4 la que circunscribe al triangulo AP, B. Sea D el punto medio del lado BC.

La circunferencia ), serd tangente al lado BC en el punto B siy sélo si DPy - DA = DB?.

DP,-DA=DB? &

(DA — AP,) - DA = DA?> — AP, - D = DB?

o m2—AP,-m, = (%)2 ).

Ahora bien, si llamamos A;al pie de la altura
h,, entonces los tridangulos rectangulos
AP,H y AA,D son semejantes.

Por tanto, tenemos que:

AP hq
A—;=m—a—>APA'ma=ha'AH.

Por tanto, la expresion (I) se podrd
expresar como

a

m2 — h, - AH = (5)2 (D).

Ahora bien, AH = 2 - 0D, siendo O el circuncentro del triangulo ABC.

2
Sustituyendo mZ = %(sz +2c?—a?) »mZ - (%) = %(b2 + c%2 — a?). Por tanto,

2
m2 — (%) =2h, - 0D & (b*+c?—a?) = 4h, - OD < (b2 + ¢? — a?)? = 16 h% - OD? ().



2
Si R es el radio de la circunferencia circunscrita, entonces 0D? = R? — (E) y teniendo en cuenta que

abc

_1 bc _
S = [ABC] —E—Eaha —>?—haR
Podemos expresar (I11) como
2
(b2 + ¢? — a?)? = 16 K - (R2 -(%) ) — 16 h2R? — 4h2a? = 4b%c? — 4h2d2 (IV).
Por Gltimo,

4hZa? = 4b%c? — (b? + c? — a?)? © 1652 = (2bc — (b? + c? — a®))(2bc + (b? + c? — a?));

1652 =(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c)a+b+c);

S=J@-bp-c)p-a)p

En definitiva, es cierto que la circunferencia ) serd tangente al lado BC en el punto By asi, como se dijo al

inicio, los puntos G, H, P4, Pg v P serian conciclicos.

m Los puntos P4, Pg y P son asi las proyecciones perpendiculares del ortocentro H sobre las respectivas

medianas m,, m;, y m., respectivamente. De este hecho se infiere que los puntos Py, Pg y P, pertenecerian

a la circunferencia de didmetro GH. De este modo, el centro de esta circunferencia seria O’, el punto
simétrico de O (=circuncentro) respecto de G (=Baricentro).
Asi, en efecto, los puntos G, H, Py, Pz y P serian conciclicos.




