Quincena del 1 al 16 de Diciembre de 2018

Propuesto por Hakan Karakus, Antaya, Turquia.

Problema 899 b).

Dado un triadngulo escaleno ABC, sean G su baricentro y H su ortocentro. Sea P, el segundo
punto de interseccion de las circunferencias que contienen a A y son tangentes a BCen By en C.
Definimos similarmente Pgy P.. Demostrar que G, H, P,, Pgy P son conciclicos.
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Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

Sea A’ el punto medio de BC. Por construccion (de P4), A’ tiene igual potencia respecto de las
circunferencias que contienen a A y son tangentes a BC en By en C. Por tanto, la mediana de
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A es el eje radical de estas circunferencias. Tenemos pues A'P, - A'A = e
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La longitud de AA’ es la de la mediana de A4, o sea, (AA")* =mj =

a a?
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SiA'P, = AA" — AP, resulta (AA")? — AA' - AP, = - Vde ahi AA’ - AP, = mj — - = Sa

En consecuencia

2
AG-APy =38, ()



y de forma similar BG - BPg = gSB y CG-CP, = gSC.
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Como la longitud de AG es dos terceras partes de la mediana, podemos concluir que AP, = m—A
A
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y el vector AP, = m—’; -AA.
A

Si usamos coordenadas baricéntricas, de esa ultima relacién podemos deducir muy facilmente
— (2. .
las coordenadas del punto Py, = (a“:25,:25,).

Utilizando ahora la expresion (*) vamos a probar que la circunferencia de ecuacién
2
Q(x,y,2):a’yz + b?zx + c?xy — 3 (x+y+2)(Sax+Sgy+Scz) =0

es la que pasa por los cinco puntos.

Es inmediato comprobar que Q(G) = Q(l L l) = 0. Por tanto pasa por el baricentro. La
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potencia del vértice A respecto de esta circunferencia es ESA = AG - AP, por (*) y eso

significa que esa circunferencia contiene al punto P, y andlogamente a los otros dos Py y P..

(Podriamos comprobarlo usando las coordenadas de estos puntos, pero es innecesario).

Por ultimo, un calculo mas detallado, nos demuestra que también H = (i:i:i) esta sobre
Sa ' Sg " Sc
la misma.!
a’S, + b%Sg + ¢S, 1 1 1
) = TAE T g (ko)
SaSeSc Sa S Sc
_ (a®S, + b?Sp +¢?S¢) — 2(SpSc + ScSa + SaSp) 0
- SaSeSc -

Con esto concluiriamos el problema, pero vamos a afiadir una propiedad mas: el baricentro y
el ortocentro son extremos de un diametro de esta circunferencia, que por ello es llamada
también la circunferencia ortobaricéntrica.

Bastara con demostrar que la recta HP, es perpendicular a la mediana de A. Esta mediana, en
coordenadas baricéntricas, tiene ecuacidn y = z. El punto del infinito de una perpendicular a
ella es el vector v = (Sg — S¢: S¢+2S,4: —2S, — Sg). La propiedad queda demostrada por la
anulacién del determinante formado por ese vector y los puntos P, y H.
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! (aZSA + bZSB + CZSC) - Z(SBSC + SCSA + SASB) = _aZSA + (bz - ZSC)SB + CZSC = _aZSA +
(c? —a*)Sg + c2Sc = c?(Sp + S¢) — a?(S, + Sg) =0 =c?a? —a’c* =0



