
Problema 901.-  

Dado un triángulo 𝐴𝐵𝐶 se puede construir sobre BC, cinco triángulos 𝐵𝐶𝐴1, 𝐶𝐴2𝐵, 𝐶𝐵𝐴3, 𝐴4𝐶𝐵,  𝐵𝐴5𝐶, 
semejantes a 𝐴𝐵𝐶. Demostrar que los seis puntos 𝐴, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, están sobre la misma 
circunferencia, y que los triángulos 𝐴𝐴2𝐴1 y  𝐴4𝐴5𝐴3 son semejantes a 𝐴𝐵𝐶. 

𝑅𝑜𝑢𝑐ℎé , 𝐸. 𝑦 𝑑𝑒 𝐶𝑜𝑚𝑏𝑒𝑟𝑜𝑢𝑠𝑠𝑒 , 𝐶. 𝐻. (1900): 𝑇𝑟𝑎𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝐺é𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑒.   
7ª 𝑒𝑑𝑖𝑐𝑖ó𝑛, 𝑟𝑒𝑣𝑖𝑠𝑎𝑑𝑎 𝑦 𝑎𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝐸𝑢𝑔é𝑛𝑒 𝑅𝑜𝑢𝑐ℎé. 𝑃𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟𝑒 𝑃𝑎𝑟𝑡. 𝐺𝑒𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑒 𝑃𝑙𝑎𝑛𝑒.   
𝑃𝑎𝑟𝑖𝑠 𝐺𝑎𝑢𝑡ℎ𝑖𝑒𝑟 𝑉𝑖𝑙𝑙𝑎𝑟𝑠 , 𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑢𝑟 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎𝑖𝑟𝑒. (𝑝. 498)  

Solución de Florentino Damián Aranda Ballesteros, Córdoba (España). 

a) Si consideramos la semejanza entre los triángulos ∆𝐵𝐶𝐴1 𝑦 ∆𝐵𝐴5𝐶, 

→
𝐵𝐶

𝐵𝐴5
=

𝐵𝐴1

𝐵𝐶
→ 𝐵𝐴1 · 𝐵𝐴5 = 𝐵𝐶2     (𝐼) 

Sea ahora el turno de la semejanza entre los 

triángulos ∆𝐴𝐵𝐶 𝑦 ∆𝐶𝐵𝐴3, 

 

→
𝐵𝐶

𝐵𝐴3
=

𝐵𝐴

𝐵𝐶
→ 𝐵𝐴 · 𝐵𝐴3 = 𝐵𝐶2       (𝐼𝐼) 

Por fin, si tenemos en cuenta la semejanza entre 

los triángulos ∆𝐴4𝐶𝐵 𝑦 ∆𝐶𝐴2𝐵, 

→
𝐵𝐶

𝐵𝐴2
=

𝐵𝐴4

𝐵𝐶
→ 𝐵𝐴4 · 𝐵𝐴2 = 𝐵𝐶2    (𝐼𝐼𝐼) 

De las relaciones (𝐼), (𝐼𝐼) 𝑦 (𝐼𝐼𝐼), deducimos la 

colinealidad de las ternas, 𝐵𝐴1𝐴5,

𝐵𝐴𝐴3  𝑦  𝐵𝐴4𝐴2 y que los puntos 

𝐴, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, están sobre una misma 

circunferencia Σ.  

Por la simetría de las construcciones,  

notamos también la colinealidad de las ternas 

𝐶𝐴2𝐴3, 𝐶𝐴4𝐴1  𝑦  𝐶𝐴𝐴5. 

Vamos ahora a construir dicha circunferencia.  

Para ello, tenemos que, como el punto 𝐴4 es el  

punto simétrico de A respecto de la mediatriz del 

lado BC, podemos determinar el punto 𝐴3 a partir 

de la relación 𝐵𝐴 · 𝐵𝐴3 = 𝐵𝐶2. 

De este modo, construimos la circunferencia que pasa por los puntos 𝐴, 𝐴3  𝑦  𝐴4. 

Por la simetría de la construcción, el punto 𝐴1 sería el simétrico de 𝐴3 respecto de la mediatriz del lado BC. Así, la 

recta 𝐴1𝐵 interceptará a la circunferencia Σ en el punto 𝐴5. Por fin, 𝐴2 será el punto simétrico de 𝐴5 respecto de la 

mediatriz del segmento BC. También podíamos determinar el punto 𝐴2 a través de la colinealidad 𝐶𝐴2𝐴3. 

 

b) En cuanto a la semejanza de los triángulos 𝐴𝐴2𝐴1 y  𝐴4𝐴5𝐴3 entre sí, no cabe duda ya que ambos triángulos son 

simétricos respecto de la mediatriz del segmento BC. Por tanto, bastará comprobar la semejanza que existe entre el  

triángulo 𝐴𝐴2𝐴1 y el inicial, 𝐴𝐵𝐶. Observamos que ∡𝐴2𝐴1𝐴 = ∡𝐴2𝐴3𝐴 = ∡𝐶𝐴3𝐵 = ∡𝐶, por la semejanza entre 

los triángulos 𝐶𝐵𝐴3  𝑦  𝐴𝐵𝐶.  

Por otra parte, ∡𝐴1𝐴2𝐴 = 𝜋 − ∡𝐴1𝐴5𝐴;  ∡𝐴1𝐴5𝐴 = 𝜋 − ∡𝐶𝐴5𝐵 = 𝜋 − ∡𝐵 → ∡𝐴1𝐴2𝐴 = ∡𝐵, por la semejanza 

entre los triángulos 𝐵𝐴5𝐶  𝑦  𝐴𝐵𝐶.  

 


