Quincena del 15 al 31 de Enero de 2019
Problema 901.

53. Dado un trigngulo ABC se puede construir sobre BC, cinco tridngulos BCA,, CA:B, CBA;,
A4CB, BAsC, semejantes a ABC. Demostrar que los seis puntos A, A1, A, As, A4, As, estdn sobre
la misma circunferencia, y que los tridngulos AA>A1, y AiAsAs son semejantes a ABC.
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Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

1) Los A; y A estdn sobre la misma circunferencia
Denotamos por a,f,y, como es
_ habitual, las amplitudes de los
5 angulos del tridngulo ABC. Los

....................................... A
L - § 4 : triangulos BCA; y CBA; tienen
N Pl igual el angulo en A4;, en los otros

5 0 g J vértices los tienen permutados. Es
A inmediato  deducir que  son
h "l y, d simétricos respecto de la mediatriz
" ’ ~ de CB. Por tanto, el segmento A3A4;
\ : Ay es paralelo a la base comun.

A ,q ....... \ ............... "".’ ....... Q.DA‘t Los otros triangulos también tienen
aff a\\ o, : | ™ \ esta propiedad. Las parejas CA,B y
AN \’\ i AR T g \ BAsC; ABC y A,CB tienen igual el
AT P \ angulo en el vértice 4;. Se tienen

A I ngw \‘ pues: A3A; || A,As || AA, || BC.

‘ v \\ v \ En el hexdgono A,AsAA3A;ALA,,
/ /\ \ las rectas que unen los lados
| P \\ \\ opuestos estan sobre la recta BC,
e \L ‘\ por tanto esos puntos estdn sobre
: / \ \\ una cdnica.

/ \ \ L.
’ o : \ \ Queremos ver que esa conica es
/ \ una circunferencia.
° ;
C :

\\; Consideremos la circunferencia w
— que circunda al trapecio
A3zA1A5Ax.

En el triangulo BCA,, BA; = % (homdlogo de AC en ABC); y en BAsC, BAs = % (homdlogo
bc ac 2

de AB en ABC), por tanto Pot(B; w) = BA; - BAg = — 5, =a

2 2
Por otra parte BA, =CA=b y BA, =C(CAs = %, de donde BA,-BA, =D -% =a? que
demuestra que A, también estd en esa circunferencia, asi como A, que es su simétrico
respecto de la mediatriz de BC. En consecuencia los seis puntos yacen en una circunferencia.

2) Los triangulos AA, A, y A4As5A3 son semejantes a ABC.

Los tridngulos AA,A,y A4AsA; son simétricos respecto del didmetro perpendicular a BC.
Bastara demostrar la semejanza de uno de ellos para concluir que también el otro lo es. Se
tiene ¥A3AsA, = ¥A3A,A, = [ por construccion; XAz A A; = XAsA3A + XAAsA; = a.

Por tanto A4A5A3 y ABC son semejantes.m



