Quincena del 1 al 15 de Mayo de 2019

Problema 908.-

Construir un triangulo ABC en el que la recta Incentro I, Circuncentro O, sea paralela a BC.
A) éPara qué angulos de A no es posible la construccion?

B) ¢Qué dngulo debe tener A para que d(1,0) = éd(B, c)?

Barroso, R. (2019): Comunicacion personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

A) El punto I es interior al tridngulo. La condicion de paralelismo de OI con BC obliga a que
también sea interior el punto O, por tanto el angulo A no puede ser obtuso, ni recto.

En un tridngulo cualquiera el tridngulo OBC es isésceles (0 = circuncentro) y la longitud de su
altura (sobre BC) es OA; = R - cos A.

Si la recta OI es paralela a BC, la distancia a BC de cualquier punto de esta recta es la misma,
es decir el radio de la circunferencia inscrita esr = R - cos A.

Segun el teorema de Euler d?> = OI> = R?> — 2rR. Poniendo r = R cos 4, tendremos
d? = 01> = R* - 2R%cos A

de donde se deduce que A € (g,g) y por tanto 0 <r < g, para que d sea positivo, BC y OI
paralelas.

Para construir un triangulo asi se puede tomar un valor para el radio R de la circunferencia
circunscrita y otro para r, en funcién de él, respetando las acotaciones mencionadas. En el
dibujo se hatomado R = 2 y un didametro MN en el que vamos a situar el incentro 1.

Con estos dos valores se calcula (se construye) d. Con d se puede fijar el punto I que permite
trazar la circunferencia inscrita. La recta BC es la situada en el semiplano inferior (respecto de
MN) paralela a ella a distancia . También se puede hacer a partir del angulo A y construir el
triangulo isdsceles OBC. Su altura desde O es r; con R y r construimos d y la circunferencia
inscrita. En cualquier caso trazando desde B o desde C las tangentes a esa circunferencia de-
terminamos el vértice A.

Por simetria de A respecto de la mediatriz de BC se obtiene otro tridngulo solucién.

B) Por el teorema de los senos a = BC = 2R sen A, por tanto se ha de verificar

d*> = R*— 2R?cos A = %RZ -sen’A = % - R*(1 — cos?A).



Suprimiendo el radio y quitando denominadores resulta
9(1 —2cosA) = 4(1 — cos? A),
o bien
4cos?A—18cosA+5=0.

Resolviendo en cos A obtenemos (el valor menor que 1):
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, de donde 4 = 72.6962°

CosA =

Y este es el angulo A que necesitamos.
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El nimero reinid SN b + 5 se puede construir facilmente con regla y compas

utilizando el teorema de Pitagoras.

Tomando una circunferencia de radio R = OM = 2 en la parte derecha de la figura puede
verse que SU =2-cosA =R -cosA =r, radio de la circunferencia inscrita. La recta BC se
construye segln se dijo antes. Con radio igual a la tercera parte de BC y centro O construimos
el punto I: incentro del tridangulo. Trazada la circunferencia inscrita, sus tangentes desde C (o
desde B) sirven para determinar el vértice A que completa la construccidn.

Hay una segunda soluciéon que es el triangulo simétrico respecto de la mediatriz de BC.



