Problema 914.-

Para cada triangulo ABC, se considera el punto P = m, N [, siendo m, la mediana correspondiente al
vértice C y / larecta que pasa por el punto B ytal que 2(AC,m.) = 2(BC,1).
Dados un segmento BC y un entero positivo n, determinar el lugar geométrico que describe el punto A cuando
el punto P correspondiente al triangulo ABC verifica que (CP/CB) = (1/n)
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El lugar geométrico deseado no es otro que la circunferencia de ecuacién (x — m)? + y? = (mn)?, siendo
m = BC.

Para probar esta afirmacion usamos la Geometria de Coordenadas.

Sea el sistema de referencia determinado por el punto C como origen de coordenadas y la recta BC como
eje de abscisas. El eje de ordenadas sera pues, la recta perpendicular a BC por el punto C.

En este sistema de referencia, las coordenadas de los puntos notables seran B = (—m, 0),C = (0,0). Por
tanto, el segmento BC = m. Sean ademéas APBC = 4PCA = a; 4BPC = p.

Se tendrda asi que sinf =nsina. Por fin, sea el punto P=(%cos(a+,8),%sin(a+[>’))

Asi la ecuacion de la recta AC = y = tanf3. x



El punto B’, simétrico de B respecto de C tiene de coordenadas B’ = (m, 0).
Por tanto, la recta B'A, paralela a la recta CM sera la de ecuacion y = tan(a + ). (x —m)

En definitiva A, sera el punto de interseccién de las rectas AC y AB'.

_ y = tanf.x
Az{yztan((x+8).(x—m)

Ahora bien,
can? sin? n?sin? a n?tan’ a n? tan’ a y?
an = = - = = = —,
cos?ff 1—n?sin?a tana+1-—n?tan’a 1+ (1 —n?)tan?a x?
Por tanto,

x*n?tan’a = (1 + (1 —nH)tan? a)y? - ((n? — Dy? + n?x?) tan’a = y% -

2

2 Y Y
tan‘ a = - tana =
((n? — 1)y? + n2x2) J (M2 —1)y2 + n2x2
Prescindimos del signo + porque luego elevaremos al cuadrado (*).
Para que sea mas operativo el desarrollo algebraico, llamaremos
t=tana = 4
J(n?2 — Dy? + n2x2
Como tenemos que:
y
tana + tan t+= tx+
tan(a + B) = B - tan(a + B) = == y__Y
1—tana.tanpf 1—-t.2 x—ty x—m
X

(tx +y)(x —m) = y(x — ty); tx? —mtx +xy —my = xy — ty?

tx? —mtx + ty? =my; t(x*>+y? —mx) = my. Sustituyendo, por fin,

y
\/(nz —1)y? + n?x2

(% +y% —mx) = my -» (x% + y? — mx) = my(n?2 — 1)y? + n2x2

(*) Elevamos al cuadrado, (x2 + y2 — mx)? = m?((n? — 1)y? + n?x?);

(x% +y% —mx)? = m?((n® — Dy? + (n? — Dx? + x2);

(x%+y3)? —2mx(x? +y?) + m?x? = m?((n* — Dy? + (n® — Dx? + x?);

(x%+y3)? —2mx(x? +y?) —m?*((n® — Dy? — (n® — x?) = 0;

2 +yH(x*+y? —2mx—m?*(n®*— 1)) =0; (x—m)?>+y?—m?n®>=0-
(x —m)? + y? = (mn)?;

Ecuacion de la circunferencia de centro B’ = (m,0) y Radio =mn, c¢cqd. =



