
Problema 914.-  
  Para cada triángulo ABC, se considera el punto 𝑃 =  𝑚𝑐 ∩ 𝑙, siendo 𝑚𝑐  la mediana correspondiente al 
vértice  C  y  l  la recta que pasa por el punto  B  y tal que  ∠(𝐴𝐶, 𝑚𝑐) =  ∠(𝐵𝐶, 𝑙).   
Dados un segmento  BC  y un entero positivo  n,  determinar el lugar geométrico que describe el punto  A  cuando 
el punto  P  correspondiente al triángulo  ABC  verifica que  (𝐶𝑃/𝐶𝐵) = (1/𝑛) 
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El lugar geométrico deseado no es otro que la circunferencia de ecuación (𝑥 − 𝑚)2 + 𝑦2 = (𝑚𝑛)2, siendo 

𝑚 = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ . 

Para probar esta afirmación usamos la Geometría de Coordenadas.  

 

 

Sea el sistema de referencia determinado por el punto C como origen de coordenadas y la recta BC como 

eje de abscisas. El eje de ordenadas será pues, la recta perpendicular a BC por el punto C. 

En este sistema de referencia, las coordenadas de los puntos notables serán 𝐵 = (−𝑚, 0), 𝐶 = (0,0). Por 

tanto, el segmento 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑚. Sean además ∡𝑃𝐵𝐶 = ∡𝑃𝐶𝐴 = 𝛼;  ∡𝐵𝑃𝐶 = 𝛽.   

Se tendrá así que   𝑠𝑖𝑛𝛽 = 𝑛 𝑠𝑖𝑛𝛼. Por fin, sea el punto 𝑃 = (
𝑚

𝑛
cos(𝛼 + 𝛽) ,

𝑚

𝑛
sin(𝛼 + 𝛽))  

Así la ecuación de la recta 𝐴𝐶 ≡ 𝑦 = tanβ. 𝑥 



El punto 𝐵′, simétrico de B respecto de C tiene de coordenadas 𝐵′ = (𝑚, 0). 

Por tanto, la recta 𝐵′𝐴, 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎 𝑎 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝐶𝑀 𝑠𝑒𝑟á 𝑙𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛   𝑦 = tan(𝛼 + 𝛽). (𝑥 − 𝑚) 

En definitiva A, será el punto de intersección de las rectas 𝐴𝐶 𝑦 𝐴𝐵′. 

𝐴 ≡ {
𝑦 = tanβ. 𝑥

𝑦 = tan(α + β) . ( 𝑥 − 𝑚)
  

Ahora bien, 

tan2 𝛽 =
sin2 𝛽

cos2 𝛽
=

𝑛2 sin2 𝛼

1 − 𝑛2 sin2 𝛼
=

𝑛2 tan2 𝛼

tan2 𝛼 + 1 − 𝑛2 tan2 𝛼
=

𝑛2 tan2 𝛼

1 + (1 − 𝑛2) tan2 𝛼
=

𝑦2

𝑥2
. 

Por tanto, 

𝑥2𝑛2 tan2 𝛼 = (1 + (1 − 𝑛2) tan2 𝛼)𝑦2 → ((𝑛2 − 1)𝑦2 + 𝑛2𝑥2) tan2 𝛼 = 𝑦2 →   

tan2 𝛼 =
𝑦2

((𝑛2 − 1)𝑦2 + 𝑛2𝑥2)
→ tan 𝛼 =

𝑦

√(𝑛2 − 1)𝑦2 + 𝑛2𝑥2
 

Prescindimos del signo ± 𝑝𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑢𝑒𝑔𝑜 𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑟𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑎𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 (∗). 

Para que sea más operativo el desarrollo algebraico, llamaremos 

𝑡 = tan 𝛼 =
𝑦

√(𝑛2 − 1)𝑦2 + 𝑛2𝑥2
 

Como tenemos que:  

tan(α + β) =
𝑡𝑎𝑛𝛼 + 𝑡𝑎𝑛𝛽

1 − tan 𝛼 . tan 𝛽
→  tan(α + β) =

𝑡 +
𝑦

𝑥

1 − 𝑡.
𝑦

𝑥

=
𝑡𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑡𝑦
=

𝑦

𝑥 − 𝑚
 

(𝑡𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑚) = 𝑦(𝑥 − 𝑡𝑦);       𝑡𝑥2 − 𝑚𝑡𝑥 + 𝑥𝑦 − 𝑚𝑦 = 𝑥𝑦 − 𝑡𝑦2   

𝑡𝑥2 − 𝑚𝑡𝑥 + 𝑡𝑦2 = 𝑚𝑦;      𝑡(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑚𝑥) = 𝑚𝑦.   Sustituyendo, por fin, 

𝑦

√(𝑛2 − 1)𝑦2 + 𝑛2𝑥2
(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑚𝑥) = 𝑚𝑦 → (𝑥2 + 𝑦2 − 𝑚𝑥) = 𝑚√(𝑛2 − 1)𝑦2 + 𝑛2𝑥2  

(*) Elevamos al cuadrado,  (𝑥2 + 𝑦2 − 𝑚𝑥)2 = 𝑚2((𝑛2 − 1)𝑦2 + 𝑛2𝑥2);          

(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑚𝑥)2 = 𝑚2((𝑛2 − 1)𝑦2 + (𝑛2 − 1)𝑥2 + 𝑥2);      

(𝑥2 + 𝑦2)2   − 2𝑚𝑥(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑚2𝑥2 = 𝑚2((𝑛2 − 1)𝑦2 + (𝑛2 − 1)𝑥2 + 𝑥2);  

(𝑥2 + 𝑦2)2   − 2𝑚𝑥(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑚2((𝑛2 − 1)𝑦2 − (𝑛2 − 1)𝑥2) = 0;  

(𝑥2 + 𝑦2)(𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑚𝑥 − 𝑚2(𝑛2 − 1)) = 0;   (𝑥 − 𝑚)2 + 𝑦2 − 𝑚2𝑛2 = 0 → 

(𝒙 − 𝒎)𝟐 + 𝒚𝟐 = (𝒎 𝒏)𝟐;  

Ecuación de la circunferencia de centro   𝐵′ = (𝑚, 0) 𝑦  𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜 = 𝑚𝑛,       𝑐𝑞𝑑.      ∎ 


