Steiner-de Guzman

Deltoide

Dado un triangulo ABC y un punto cualquiera P situado en su circunferencia circun-
scrita. El teorema de W-S afirma que los pies de las perpendiculares Pa, Pb, Pc
trazadas desde P a cada lado (o su prolongaciéon) estan alineados. Se encuentran sobre
la llamada recta de W-S.

Al anterior se le conoce como teorema de Simson (1) y a la recta protagonista, recta
de Simson, o a veces recta de Simson-Wallace, pues fue Wallace (2) su verdadero
descubridor. Aqui la llamaremos recta S-W. Hay diversas demostraciones y mas ade-
lante mostraré una analitica (3).

Ya en el siglo XIX Steiner se preguntd por la envolvente de estas rectas cuando el
punto P recorre la circunferencia circunscrita. Y en un articulo, bastante oscuro, publi-
cado en 1856 demostrd que tal lugar era una deltoide. Miguel de Guzman consiguid
mediante una transformacion geométrica de su invencién dar una demostraciéon no
solo mas simple sino graficamente mas intuitiva de esta propiedad de las rectas S-W.



Dibujo 2

Como vamos a hacer uso generoso de calculos es preciso clarificar un poco la
situacion. Para empezar trabajaremos con tridngulos inscritos en la "circunferencia
unidad", w, de centro O = (0,0) y radio 1, y cuyos puntos en funcidon de un parametro
a toman la forma P(a) = (sen a, cos a). Al valor a = 0 le corresponde el punto (1,0), vy
P recorre la circunferencia en sentido antihorario al variar a de 0 a 27. Tres valores de
a determinan los vértices de un tridngulo que tiene a w como circunferencia circun-
scrita. Por ejemplo el tridngulo T(a,b,c) tiene como vértices los puntos P(a), P(b) y P(c)

Si tomamos triangulo T(a,b,c) y un punto P(a) los puntos Pa, Pb, Pc del dibujo 1 resul-
tan ser (4)

Pa = (%(cos b + cos c - cos(b+c-a) + cos a),%(sen b + sen c - sen(b+c-a) + sen a))

Pb = (%(cos C + cos a - cos(c+a-a) + cos a),%(sen C + sen a - sen(c+a-a) + sen a))

Pc = (%(cos a + cos b - cos(a+b-a) + cos a),%(sen a + sen b - sen(a+b-a) + sen a))
Ahora basta comprobar que Det[Pa-Pb,Pa-Pc] = 0, lo que efectivamente sucede.

Como conocemos 3 puntos de la recta S-W podemos obtener su direccidon con lo que
gueda determinada. Para las condiciones anteriores su direccién es
d(a) = (cos a - cos b - cos(a+c-a) + cos(b+c-a), sen a - sen b - sen(a+c-a) +
sen(b+c-a)).
Y si en vez de P(a), tomamos su punto diametralmente opuesto Q(r+a) obtenemos
d(rm+a) = (cos a - cos b + cos(a+c-a) - cos(b+c-a), sen a - sen b + sen(a+c-a) -
sen(b+c-a)).
Se comprueba que el producto escalar d(a).d(rm+a) = 0, lo que significa que puntos
diametralmente opuestos de la circunferencia circunscrita tienen rectas S-W perpendicu-
lares.



Dibujo

Volvemos a la misteriosa envolvente que claramente parece tener la forma de una
deltoide. Miguel de Guzman (5) se preguntd si existia algin argumento grafico que
aclarara esta propiedad. Y si lo hay. Para ello hizo uso de la siguiente transformacion-
qgue denotaré por TfG- de su invencion, relativa a triangulos inscritos en una
circunferencia.

Dibujo 4

A=A

Segun vemos un vértice se deja fijo y el lado opuesto se desplaza paralelamente. Es
decir el triangulo T(a,b,c) se transforma en T(a,b+k,b-k). En el dibujo el arco BB' mide
k y el CC', -k. Y el siguiente dibujo aparece la causa de la importancia de esta transfor-
macion: la recta de Simson mantiene una direccion determinada. Y la traslacién que
lleva el lado BC a su transformado B’C’ es la misma que desplaza la recta SW independi-
entemente del punto P(a).



El vector traslacion es el mismo para los lados del tridangulo afectados que para la recta
W-S. Las rectas S-W se desplazan segun el vector SS' perpendicular a los lados parale-
los de los tridngulos. La demostracion de esta propiedad se completa demostrando que
los vectores RT y R'T' son efectivamente paralelos (6).
La consecuencia es que las envolventes de la rectas W-S son las mismas, deplazadas
segun la traslacion anterior.

Dibujo 6

Aqui se aprecia mejor.
Dibujo 7
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El hecho notable es que todo tridngulo puede transformarse en otro equiladtero aplican-
dole dos TfG sucesivas.



Dibujo 8
B'=B"

A=A'

Una primera transformacién deja fijo A y cambia los otros vértices de modo que A'B' =

B'C'. Esto se consigue con un desplazamiento tal que BB' = C'C = a'zagﬂ. A contin-

uacién ejecutamos la segunda transformacion dejando fijo B' y de forma que el angulo

A"B"C" mida 60°, lo que se consigue haciendo que C'C" = A"A' = Z‘B'b;—c"z”. El tridn-
gulo ABC del dibujo 7 es T(0,1,4). La primera transformacion lo cambia en T(0, 3, 13—0

y la segunda en T(% (5-2nm), %, % (5+2 7)) que es equilatero.

A continuacion vemos varios tridangulos y el equilatero en que se transforman.
Dibujo 9

T

Y como vemos, la envolvente de un tridngulo coincide con la de otro equilatero, salvo
la posicién.

Dibujo 10

Asi que llegdé el momento de obtener la ecuacion de esta curva. Ni que decir que usare-
mos el triangulo T(0,23—",4T") y contaremos con el calculo diferencial que nos propor-

ciona un método efectivo. ;Tendran la misma ecuacion la envolvente de la izquierda y
la epicicloide de la derecha, tal como parece?



Dibujo 11

La recta S-W de T(O,23—",‘g—") para un punto P(a) viene dada por la ecuacién paramétrica
(x(1),y(1)) =
(%(—2+3t+3tCosa+\/?tSen a), %(—\/?t+\/?tCosa+(4—3t)Sen a))

Si elminamos el parametro t obtenemos la ecuacion implicita de la familia

2yCos 2 +(-1+2x-2Cosa)Sen 5 = 0 (*)
A cada valor de a obtenemos una recta de dicha familia. Para calcular su envolvente
hemos de derivar (*) respecto al parametro y resolver para x e y el sistema formado
por ambas ecuaciones, lo que nos proporcionara su ecuacion paramétrica.

9a(2yCosS+(-1+2x-2Cosa)Sen?) = 0 = xCos%—%Cos%a—ySing =0

(**)
Resolviendo para x e y el sistema formado por (*) y (**) obtenemos la ecuacién
parameétrica

(x,y) = (Cosa+>Cos2a, Sena->Sen2a) (***)

Y ahora descansemos de calculos. Observemos los siguientes dibujos.
Dibujo 12

QOO

Acabamos de observar la generacién de una deltoide o hipocicloide triclspide como se
le llama pomposamente a veces. Esta curva pertenece a una extensa familia de curvas
gue podemos llamar genéricamente ciclicas y de las que la cicloide es el ejemplo mas
conocido. Se caracterizan por ser generadas por la rotacion de una circunferencia.
Ahora vamos a observar con mas detalle el ultimo fotograma.



Dibujo 13
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Se trata de la curva del dibujo 10. La genera un punto de una circunferencia cuando

rota por el interior de otra mayor. La razén entre los radios de ambas es % = 3, siendo

a= % el radio de la de apoyo y b = % el de la que rueda. La posicién inicial del punto
generador es (%,0) y dista h = % del centro de la rodante. El analisis nos dice que la
ecuacién paramétrica de las epicicloides es

(x,y) = ((@a-b) Cost+ hCos ((a-b)/b), (a-b)Sent-hSin((a-b)/b)t)
En el caso que nos ocupa la ecuacidén resulta ser justamente (***)

(x,y) = (Cost+ 2 Cos2t, Sint->Sin2t)
El proximo dibujo ya no necesita comentarios.

Dib;jo 14

Vemos un circulo tangente a la deltoide que lo seguird siendo cuando apliqguemos al
triangulo la TfG. Su radio es la mitad que la del circuncirculo y todas las sospechas

recaen sobre el circulo de los 9 puntos (7). Su radio es %. Y el dibujo 15 nos las con-

firma al comprobar que sufre las mismas consecuecias por la TfG que la envolvente. Y
por supuesto que por los vértices de la deltoide pasa una paralela a C9P de radio triple.



Dibujo 15

Incluso estamos en condiciones de conocer las transformaciones que nos llevan de la
deltoide "candnica" del dibujo 11 a una cualquiera, o viceversa. Podemos considerar un
ejemplo concreto, como el tridngulo T(1,4,6). Su envolvente tiene como centro C, el de

C9P. Se transforma en el equilatero T(% (11-2m), %, % (11+2 7)), cuya COP tiene

centro el origen. Es decir, la traslacion de vector -C lleva la primera deltoide a la
segunda. Ahora basta un giro que lleve el vértice mas préoximo de la segunda envol-
vente al punto P(0) = (1,0). En este caso el giro seria 277 - % (11+2m) = % (-11+4m)

Dibujo 16
\ /

Y no nos despediremos de la deltoide sin aludir, siquiera de pasada, a su misteriosa
relacion con el triangulo de Morley (8). En el dibujo 17 las lineas de puntos trisecan los
angulos interiores del tridngulo. Cortandolas en un determinado orden determinan un
triangulo que resulta ser siempre equilatero.

Dibujo 17

En la siguiente secuencia comprobamos con sorpresa que la TfG deja sus lados parale-
los, y a continuacién que el triangulo de Morley es paralelo a la deltoide pero su ori-
entacion es inversa. El fotograma central aclara la causa de esta orientaciéon. Podemos



hacer una comprobaciéon analitica para este caso en que el tridangulo es equilatero. Sus
vértices son
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La direccion msmy; es mi-ms = (0, ( os[5] mu) —), es decir, vertical y

V3 (1+Cos[Z])+sin[Z]+2 sin[ ”}

9

paralela, por tanto, a uno de los arcos de la deltoide. Y por simetria, lo mismo sucede
con los otros lados.

Dibujo 18

Sin embargo no son necesarios estos sofisticados argumentos graficos para establecer
la naturaleza de la envolvente y su relacién con el C9P.
Calculemos la ecuacion implicita de la recta de Simson para un punto P(t) de la circun-

ferencia circunscrita. Obtenemos la familia de rectas
f(t) = Sen{a;—b] Sen[cgt]
<2yCos[% (a+b+c—t)] +Sen[% (a+b+c—3t)] +Sen[% (a+b—c—t)] +
Sen[% (a—b+c—t)] —ZXSen[% (a+b+c—t)] —Sen[% (a—b—c+t)]>
Derivando y resolviendo el sistema f(t) = 0 y f'(t) = 0 se obtiene la ecuacién

paramétrica de la envolvente que resulta ser
(% (Cos[a] +Cos[b] +Cos[c] +Cos[a+b+c-2t]) +Cos|[t],.
% (Senfa] +Sen[b] +Sen[c] +Sen[a+b+c-2t]) +Sen[t])

Tenemos la ecuacion de una deltoide de centro D
= (% (Cos[a] +Cos[b] +Cos[c], Sen[a] +Sen[b] + Sen[c]) ) ,generada al girar una

circunferencia de radio % alrededor de otra centrada en D de radio %

La COP resulta tener el mismo centro D y radio %, de aqui lo observado en el dibujo 15.

Generalizacion

Vamos a generalizar la recta WS. Proyectamos P sobre un lado obteniendo P’ y cdlcu-
lamos un punto Q sobre ese lado de modo que el angulo (que tomaremos en sentido
antihorario) QPP’ mida w.
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Dibujo 19

Repitiendo esto con cada lado obtendriamos 3 puntos que también esta alineados. Tal
recta la llamaremos rwWS(w). Si w=0 estamos en la situacién estudiada anteriormente.
Dibujo 20

En el dibujo 20 observamos la recta usual y otra rWS(%).

Para un tridangulo T(a,b,c), un punto P(t) y un angulo w, los puntos que determinan la
nueva recta son
Pa = (% (Cos[t-w] +Cos[b+w] +Cos[c+w] -Cos[b+c-t+w]) Sec[w],

Sec[w] (Sin[t-w] +Sin[b+w] +Sin[c+w] -Sin[b+c-t+w]))
(Cos[t-w] +Cos[a+w] +Cos[c+w] —-Cos[a+c-t+w]) Sec[w],
%Sec[w] (Sin[t -w] +Sin[a+w] +Sin[c+w] -Sin[a+c-t+w]))
PC=(% (Cos[t-w] +Cos[a+w] +Cos[b+w] —Cos[a+b-t+w]) Sec[w],
§Sec[w] (Sin[t-w] +Sin[a+w] +Sin[b+w] -Sin[a+b-t+w]))
Ahora basta comprobar que Det[Pa-Pb,Pa-Pc] = 0

Nos preguntamos la envolvente de esta rectas. El dibujo 21 sugiere que de nuevo es
una deltoide.
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Dibujo 21

Ya conocemos la transformacion de M. de Guzman. Aqui tiene los mismos efectos que
vimos anteriormente. Y la explicacion es la misma.
Dibujo 22

A=A'

Todo tridngulo se tranforma en un equiladtero con sus rectas de WS paralelas. Las
envolventes seran iguales pero desplazadas.
Dibujo 23
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Concentraremos nuestra atencién en uno de estos tridngulos, en particular en el

2 4
T(OITIT)
Pasemos a calcular la envolvente.
La ecuacién implicita de la recta como una funcién es
f(t)=

1 1 . ri .11

yCos[5(a+b+c-t)]+yCos[; (@a+b+c-t+4w)]+Sin[;(a+b-c-1)]+Sin[;(@a-b+c-1)]-
xSin[I(@a+b+c-1)]-Sin[(a-b-c+t)]+Sin[Z(@a+b+c-3t+4w)]-xSin[1(@a+b+c-t+4w)]
para cada tridngulo p(a,b,c) y cada angulo w se obtiene la ecuacién paramétrica de la
deltoide (9).
Referida al tridngulo equilatero anterior queda
(% (Cos[2t-3w] +2 Cos[t - w]) Sec[w], -1 Sec[w] (Sin[2t - 3w] - 2 Sin[t - w])).

Dibujo 24
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Y

En el dibujo 24 izquierdo vemos las deltoides para w=0 (usual) y w=§. Se aprecia un

aumento de tamafio y un giro.
El tamafio se multiplica por el factor (lineal) Sec(w) como se deduce de la ecuacion
paramétrica. El giro es de g en sentido antihorario, como veremos luego.

En el dibujo derecho prescindimos del factor escala y apreciamos que el inicio del recor-
rido es diferente.

La deltoide para w=0 tiene como ecuacion parameétrica
(;—Cos[2t]+ Coslt], —;—Sin[2t]+ Sin[t]). Si le aplicamos un giro de amplitud g centrado en

el origen obtenemos la curva (;—Cos[Zt—g]+Cos[t+§],—;—Sin[Zt—%]+Sin[t+‘;—“]) de

donde pasamos a la general con el cambio de parametro t - t-“TW y multiplicando por

el factor de escala Sec[w].

Volvamos a la ecuacién impiicita de r-WS(w), pero considerando w como parametro.
Un dibujo nos sugiere el resultado.



| 13

Dibujo 25

\ 7

Parece una parabola tritangente al tridngulo. El argumento de pasar al triangulo equi-
latero falla aqui pues la TFG desplaza paralelamente la rWS(w) pero de forma variable
y la envolvente no tiene porque ser la misma.

La calcularemos directamente. La expresion anterior la consideramos ahora funcidon de
w,f(w).

La envolvente en forma paramétrica es.

(%secz(w)(cos(a+b+c—2t+2w)-cos(a+b—t+2W)—cos(a+c-t+2w)+cos(a+2w)-
cos(b+c-t+2w)+cos(b+2w)+cos(c+2w)+cos(t-2w)+2cos(t)),
%secz(w)(sin(a+b+c-2t+2W)—sin(a+b—t+2w)—sin(a+c—t+2w)+sin(a+2w)—
sinb+c-t+2w)+sin(b+2w)+sin(c+2w)+sin(t-2w) +2 sin(t))) (%)
Para establecer que es una parabola tritangente seguiremos un camino indirecto. Calcu-

lamos la parabola tritangente a T(a,b,c) y que tiene ademas como tangente a la recta
SW, aparte de la del
0o,
~>x%(cos(@a+b+c-t)+1)-xysin@+b+c-t)+5y*cos@+b+c-t)-

2 cos(@a+b-c-t)-cos(@-b)(cos(c-t)-1)+xcos(@+b-t)+ysin@+b-t)+

xcos(@+c-t)+ysin(a+c-t)+cos(a-c)-cos(a-t)-xcos(@)-ysin(a) +

xcos(b+c-t)+ysin(b+c-t)+cosb-c)-cos(b-t)-xcos(b)-

y sin(b) - cos(c - t) — x cos(c) - y sin(c) + 2 x cos(t) + 2 y sin(t) - }’2—2 + %: 0
Sustituyendo (*) en esta ecuacion comprobamos que se anula, asi que representan la
misma parabola. También un calculo directo nos dice que su foco es (Cos(t), Sen(t)),
es decir, el punto de partida. En general, toda parabola tritangente tiene su foco sobre
la circunferencia circunscrita (10).
Volvemos al tridngulo equilatero, de calculo mas manejable.

Dibujo 26
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Notas

(1) Robert Simson, matematico escocés (1687-1768), fue el primero en traducir al
inglés los "Elementos" de Euclides. En 1753 demuestra que el cociente de dos términos
consecutivos de la sucesidn de Fibonacci converge a ®.
(2) Willian Wallace, también matematico escocés (1768-1843).
(3) Se puede encontrar una, usando el teorema de Menelao en [Pui]. También se
puede consultar otra [Coh], donde
se utiliza la conciclidad.
(4) Para realizar estos (y los que seguirdn) calculos he usado el programa
"Mathematica".
(5) Sus hallazgos los expone en [Guz]
(6) Equivale a que Det[RT,R'T'] = 0. Comprobacion que realicé con el programa ante-
rior.
(7) Que llamaré C9P y que se le conoce a veces como circulo de Feuerbach.
(8) El teorema fue descubierto en 1899 por Frank Morley, quien lo menciond a sus
amigos sin llegar a demostrarlo, es decir,
lo dejé como conjetura. Ellos, a su vez, lo difundieron a modo de curiosidad
matematica. Finalmente, tras diez anos, se
publicaron dos demostraciones, una trigonométrica de M. Satyanarayana y otra de
geometria elemental de M. T.
Naraniengar que seria redescubierta en 1922 por J. M. Child y se puede ver en
[CoGr].
(9) No es muy dificil, obtenerla para cada triangulo T(a,b,c) y cada angulo w:
(;— (2 Cos[t - w] + Cos[a + w] + Cos[b + w] + Cos[c + w] + Cos[a+ b + c - 2t + 3 w]) Sec[w],
Sec[w] (2 Sin[t-w]+Sin[a+w]+Sin[b+w]+Sin[c+W]+Sin[a+b+c-2 t+3 w])).
Claro que es dificil asi establecer la naturaleza de la curva y el papel que juega w.
(10) Tomando la pardbola y=x?, lo que es suficiente, se puede conseguir una
demostracién analitica relativamente simple.
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