1. Propuesto por Mihaela Berindeanu, profesora, Bucharest, Romania.

Problem 1 (921) Sea ABC wun tridngulo con ortocentro H, circuncirculo T y circuncentro O. Sean C'y B’ los puntos medios
de AB y AC respectivamente , y sean I'l y I'2 los circuncirculos de ABB'Y ACC'.
Sean By y C1 los puntos diametralmente opuestos de A en los circulos 'l y I'2.

P T S —
Probar que vectorialmente BBy + CCy + OH = 0
Berindeanu, Mihaela. (2019): Comunicacion personal.

Solucién
G es centroide del AABC < er 'G'_B,Jr w = _0’

Como 30C — OH tendremos 02+0B+0C-0H (@

0 es centroide de AAB,C, <« '07+ OB, +0C, = T o

Aislando de (a) y de (b) el vector '(ﬂ e igualando
I, OB -0B-0C=-0B-00C,

'O_H’:BﬂJr.O_B’erJrW

OH-B.B ~0iC

Ademas se verifica que

F es centroide de AA'UV < FA +'FW+W: '6’

N _
Si G el baricentro del AABC , A’ punto medio de BC' y sean U,V los centros de las circunferencias que pasan por ABB’ y
ACcC’

Vamos a comprobar previamente que
— — — —
a) OA+ 0B+ 0C =0H
_— —— — N
b)G es baricentro del AA'B'C" y OA’ + OB’ + OC' = OH
¢) O es centroide del AAB;C}

a) Por ser G el baricentro del AABC sabemos que

GB+GC =10 (1)

—
GA+GB+GC =



—_— = —
OA=0G+GA
— —  —
Como | OB = OG + GB | entonces
— _— —
OoC =0G + GC
—_— — — _ = = —

OA+0B+0C=30G+GA+GB+GC

Por la relacién (1)

OA+ OB+ 0OC = 30G (2)
H es el ortocentro del AABC.
GH =20G < OH = 30G (3)
Sustituyendo (3) en (2) tenemos
—_— —— = ——
OA+ OB+ 0C =0H cqd (*)

b) Por ser A’, B'C” los puntos medios de los lados BC,AC, BC respectivamente
- 1— -— 1l — 1
GA' = §GA GB' = iGB GC' = §GC
De lo que se deduce facilmente que

—_— — —
GA' + GB' + GC’ = 0 <= @ es baricentro del trigngulo medial AA’B’C’

Ademas se puede deducir facilmente
e —
OA'+ OB +0C" = OH (1a)
El ortocentro del tridngulo medial AA’B’C’ es el circuncentro O del AABC.
El circuncentro, T, del tridngulo medial AA’B’C’ es el centro de la circunferencia de los nueve puntos del AABC
¢) Veamos que O es centroide del AAB;Cy
Los puntos C1UC estan alineados asi como los puntos B’V By y ademés O es su punto comiin como se ve en el gréfico
Al ser O el ortocentro de AA’B’C’ podemos afirmar que C'U es mediatriz de AB y B’V es mediatriz de AC
U es el punto medio de AB; y V' es punto medio de ACipor lo que las rectas C;U y BV son medianas del AAB;C}.
Por lo tanto; O es el centroide del AAB;C y se verifica

O—A)4—|—OB1—|—O—C1>:6> (%)

. . — e —

Gracias a los apartados anteriores vamos a demostrar OH = B1B + C1C
—

Aislando en (x) y (xx) OA e igualando tendremos

— —_—  —
OH - OB —-0C =-0B; —0Cy

OH — OB+ OB, —0C +0C, =
— —_— —_— —
OH + BB; +C(Cy = 0 c.qd

BB1 = QC’U
001 — 2BV \%4

Si nos fijamos en la construccién veremos que Luego

—  —  OH
B%+CQ+0H—0¢:CU+BW+77 0 (2a)
2



Vamos a comprobar ademds que F' punto medio de OG es el centroide del AUV A’
= == — 7 — — — 1—7 — == == o = 2 —
FA'+ FU+FV =0A +0U +0V -30F =0OA +0U +0V - 50H ="50H + B O +0V +
- — —  —
C UZS%OH— %OHZ 0
Luego F es centroide de AUV A’

—

1Como OF =
2Por (1a)
3Por (2a)

—

c'o+



