
Quincena del 16 al 31  de Octubre de 2019 

Propuesto por Mihaela Berindeanu, profesora, Bucharest, Romania. 

Problema 921.- Sea 𝐴𝐵𝐶 un triángulo con ortocentro 𝐻, circuncírculo  𝛤 y circuncentro 𝑂.  

Sean 𝐶’ y 𝐵’ los puntos medios de 𝐴𝐵 y 𝐴𝐶 respectivamente, y sean Γଵ y Γଶ los circuncírculos de 𝐴𝐵𝐵’ y 
𝐴𝐶𝐶′. 

Sean 𝐵ଵ y 𝐶ଵ los puntos diametralmente opuestos de 𝐴 en los círculos Γଵ y Γଶ.  

Probar que vectorialmente 𝐵𝐵ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐶𝐶ଵ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑂𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0 

Berindeanu, M. (2019): Comunicación personal. 

Solución de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matemáticas jubilado, de Salamanca. 

 

a) El circuncentro 𝑶 es el baricentro del triángulo 𝑨𝑩𝟏𝑪𝟏. 

𝐶ଵ𝑂ଵ y  𝐵ଵ𝑂ଶ son medianas del triángulo 𝐴𝐵ଵ𝐶ଵ. Al ser 𝐶ଵ el punto diametralmente opuesto a 𝐴, 𝐶ଵ𝐶′ es 
perpendicular a 𝐴𝐵 y  es su mediatriz pues 𝐶’ es el punto medio de 𝐴𝐵. Por eso  𝐶ଵ𝐶′ ha de pasar por 𝑂 
y también por 𝑂ଵ (según la definición de Γଵ).  

En consecuencia los puntos de la cuaterna 𝐶ଵ, 𝑂, 𝐶′ y 𝑂ଵestán alineados. 

De forma similar también están alineados los puntos 𝐵ଵ , 𝑂, 𝐵′ y 𝑂ଶ  y de todo ello se deduce que el pun-
to 𝑂 es el baricentro del triángulo 𝐴𝐵ଵ𝐶ଵ. 

b) 𝑩𝑩𝟏
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑪𝑪𝟏

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑶𝑯ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝟎 

De lo anterior se tiene 3𝑂 = 𝐴 + 𝐵ଵ + 𝐶ଵ y entonces 𝐻 + 𝐵ଵ + 𝐶ଵ = 𝐻 + 3𝑂 − 𝐴. 

Según la propiedad de la recta de Euler 2𝑂𝐺 = 𝐺𝐻 de donde 𝐻 = 3𝐺 − 2𝑂 y entonces 

𝐻 + 𝐵ଵ + 𝐶ଵ = 𝐻 + 3𝑂 − 𝐴 = 3𝐺 + 𝑂 − 𝐴 = (𝐴 + 𝐵 + 𝐶) + 𝑂 − 𝐴 = 𝐵 + 𝐶 + 𝑂 

En resumen: 𝐻 + 𝐵ଵ + 𝐶ଵ = 𝐵 + 𝐶 + 𝑂 que equivale a 𝐵𝐵ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐶𝐶ଵ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑂𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0. ∎ 


