Lema Sean AA;, BB; y CCj las tres bisectrices del tridngulo ABC' ; entonces por el teorema de la bisectriz

ac ab
BA, = AC =
! b+c ! b+c
AB, — be B,C = ab
a-+c a+c
be ac
! a+b ! a+b

Problem 1 Akopyan, A. (2019): Figures sans paroles. Deuziéme édition. . (4.3.12) (p. 32)

4.3.12)

C

c=a-+b

Solucién
Para evitar confusién con la notacién cldsica aqui vuelvo a dar una imagen aclaratoria con una notacién diferente
Dado el AABC cuyo incentro es I Sean AA;, BB1,CC las bisectrices de cada uno de los vértices

AA,I bisectriz de A
AA1 bisectriz de A
BB1 bisectriz de B
CC1 bisectriz de C

¥ circunferencia que pasa por A;B,C, Su centro es K

Vamos a demostrar que

EB1+ClF=GA1<$y+Z=.’B




UNAC ={F, B}

Sean | YNAB={F,Cy} | ysean x =GAy,y=FEBy; yz=CF
U NBC = {G, Al}

Vamos a demostrar que EB; + C1F =GA1 < y+z==

Por la potencia de B con respecto ¥

BAy =BG+ GA; =BG+zy BA =5 = BG = -z
Como as e
BClzBF+F01=BF+Zy 301 at b:>BF—aafb—Z
Obtenemos
ac ac ac ac ac ac c(a—c)(a+2b+c)
—x =|— 2| — =2 - z= 5 5 (1)
b+c b+c a+b a+b b+c a+b (b+¢)” (a+b)

Aplicando el concepto de potencia ahora desde el punto A

Poty(A) = AE - ABy = AC, - AF

Como a+c a+c
AF:A01+01F:A01+Z —a+b+z
Se tiene
( be ) bc :( be z) be —y be L be :b202(b—c)2(2a+b2—|—c) @)
a+c a—+c a+b +b a—+c a+b (a+c)*(a+b)
Idem desde el punto C
POﬁ\p(C):CBloE:CAch
. CE:CBl—l-BlE—HC—&-y
MOl cG=0A+AG=pL o
Se obtiene ) ) ) ) ) ) 22 (0 b )
2
a <a +y>: a (a +£L')<:>—.'L'a +ya :a ( 3(+ —;C) (3)
a+c\a+c b+c\b+c b+c a—+c (b+¢)*(a+c)
Resolviendo el sistema formado por (1), (2) y (3)
ac ac c(a—c)(a+2b+c)
T — z = 5 5
b+c a+bd (b+c¢)" (a+)
be ‘s be b (b—c)(2a+b+c)
Vave Taxv +¢)% (a+b)?
ab ab —b)(a+b+2c
Lo b ath b
b+c¢ “a+c (b+¢)” (a+c)

Evidentemente no voy a resolver el sistema
Bastard con que comprobemos (mejor que lo haga el ordenata) que

ac a’c?(a— c)(a+2b+c) _ _ac ac 0 a’c?(a— c)(a+2b+c) a’c?(a c)(a+2b+c) 0 _ _ac
b+c gb+c) a+b a+b b+c gb+c) a+b ngrc) aer)2 a+b
0 b2 c? (b— c)(2a+b+c) be + 0 be b2c? (b—c)( 2a+b+c) | bR (- c)(2a+b+c) be be da cero
(2a+(') (a+b)? a+b a+c (2a+(~) (a+b)? ga+(~ )2 (a+b)? a+c a+b
__ab a’b?(a— b)(a+b+20) 0 __ab ab a’b?(a— b)(a+b+2c) a?b?(a— b)(a+b+2c) ab 0
b+c (b+c)2(a+c)? b+c  atc (b+c)2(a+c)? (b+c)%(a+c)? a+tc

Como asf es ;queda demostrado el problema



