Problema 1 Resolver

Given:

« Equiateral AABC
inscribed in circle O

» Circle O, is tangent to
AC, arc AB, and BM

« Circle O is tangent to
AC, arc BC, and BN

Prove:

=2(DF)

m

Solucién
El problema se reduce a resolver el problema 1433 de la misma pdgina cuyo grafico acompano

B

Given:

« Equiateral AABC
inscribed in circle O

+ Circle O, is tangent to
AC, arc AB, and BM

+ Circle O; is tangent to
AC, arc BC, and BN

Prove:
« BM+BN =2(DF)

pr. 1434
Suponiendo demostrado el 1433 es evidente que
BN =2EF y BM =2ED

entonces
BN + BM = 2(EF + ED) = 2DF c.q.d el pr.1434

Vayamos pues a demostrar el problema 1433
Lo voy a resolver por Geometria analitica.
Dibujandolo con geogebra tenemos el grafico siguiente



Datos

Circulos (O) y (Q) tangentes en T

Cuerda CD perpendicular a diametro AB en E
E medio punto OB

AG tangente a circulo (Q)

Probar que:
AG=2EF

Sean O = (0,0) P(R,0), A(0, R), C(—= 3, - ), D(*2, - )
RectaC’D—>s_y——§
Sea R = AO el radio de (O

)y a=ang(POT) con a € (—30°,240°)

Todo el ejercicio depende de los valores de R y o comprendido entre —30° y 240° Donde « es el dngulo que tenemos que girar
el punto P con centro en O para obtener el punto T' de tangencia entre (O) y (Q)
Las coordenadas de T son

T(Rcosa, Rsina)

Como la recta OT tiene de ecuacién y = x tan . Las coordenadas del @ buscado han de ser
Q(z0, zo tan «)
Dicho punto ha de verificar que
HT_Q)H =d(Q,T) = d(Q,recta s) =

T
d*(Q,T) = d*(Q, recta s)

R’
rotana + —



2
Como d*(Q,T) = HT—CjH =1 (29 — Reosa)® + (zo tana — Rsina)? tendremos al sustituir en (a)

R\ 2
(2o — Rcos )’ + (xo tana — Rsin)® = (mo tan o + 2)

Reduciendo términos
3 2
— Rz (2cosa+tan o+ 2sinatan o) + - = 0
5 R (sina+2) 3R?

g — roR——-—"-—>-+—=0
0 Ccos 4

Lt (2+sina—|—\/4sin2a+4sina+1) > R no vale
% B (2+sina—\/4sin2a+4sina—|—1)

cos(ar)

To —

Como 4sin® a + 4sina + 1 = (2sina + 1) la solucion es,

1R(1—sina)
Tg=—-——-—"-——=
2 COoS v

Asi pues; las coordenadas del punto @ son

1R(1—sina) 1R(1—sina)sina
Q 5 [P 2
2 cos 2 cos? a
El radio,r, de (Q) es QT = HT—QH H( 25‘“‘3‘;305(2“@ D Rsina 2 21C)o(s2281n04+1)) H
= QT = R(1 —sina)(2sina+ 1)
2 cos? o
Vamos ahora a calcular AG,
Para ello primero determinaré AQ?
— 1R(1—sina) 1R(1—sina)sina
d = (5 > R
2 cos 2 cos? a
— 1R(1—sina) R(sina—1)(sina+2)
AQ = = )
2 cos o 2cos? o
AQ? = R2(1 —sina)’ N R?(1—sina)’ (sina+2)?  R?(1-sina)’(5+4sina)

4 cos? o 4 cost o 4 cost o

Trazando desde A la tangente a (Q) obtenemos el punto G de (Q)

Como el AAGQ es rectangulo en Gy QT = QG = R(l_Sig 2‘0)5(22;”1 atl)

AG? = AQ* - QG?
R2 (1 —sina)” (5 + 4sina) B R2 (1 —sina)® (2sina + 1)°

AG? =
4 cost o 4 cost o
R2 1—si 2 R2 1—si 2
AG2 — ( ASln a) (1—sin?a) = ( 2sm @)
cost o cos? o

—
1T7Q = (xo — Rcos a, xo tan a — Rsma)
21 R(1—sin«) R2sm a+3sinat+1l _ R(sma+1)(2sma+1)

— Rcosa =

2 cos « 2cos « 2cos

R(1—si i : 1)(2si 1
1 R( smza) sine poina— RSlnazsm a— gma 1_ Rsula(sma )( 2sm a+1)
2 cos® 2 cos® a 2cos® o



Por lo que:

4G — R(1 —sina)
cos o
Con lo que queda demostrado AG = 2EF ya que FF = %w



