TRIANGULOS CABRI

Problema927. (Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega, 2019) Daddrismgulo rectanguloABC, se consideran
el (segundo) puntd de interseccion entre la rectAB y la circunferencia con diametrdBC vy la
circunferencia (O,) inscrita en el triangulo mixtétm DBC. A continuacién, para cada e N\{1}, se
considera la circunferenci€0,,) inscrita en el gilo BC,D,, siendoC, un punto de lare®& y D,

un punto de la rectaAB tales que la rectaC,,D, es paralela a la reCfa y tangente a la circunferencia
(On-1), tal como se muetra en la siguiente figura:

Calcular, en funcién de las longitudes, b y c de los lados del triangulo)ABC y de la forma mas
simplificada posible, la suma total de las aremeradas por las circunferencias de la sucefion)),...

Solucion:

Llamando M al punto medio del segmen®C e |, al centro de la circunferencia exinscritaegpondiente
al vértice B del triangulo ABC y considerando la inversién con respecto a lzunfierencia con centr® y
radio BC=a, se verifica que:

@ La circunferenciaNl) se transforma en la rec@A, siendo el puntaC un punto fijo.

@ La circunferencia(l,), cuyo radio es:

ab
_(ABO _ 2 ab _ ab(-a+b+c) _ ab(-at+b+c) _ -a+b+c
T s-b T a-b+c " a-b+c” (a-b+c)(-a+b+c) abi=c 2ab a 2
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se transforma en la circunferendi@,), cuyo radio es
az( -a+ b+c)
(= alr, a’ry o ary, 2 _ 2a%(-a+b+c)
1= = = = =
IBIZ—ral ~ IBT2+r3—r2l ~ (a+ry)? (a+Lb+c)2 (a+b+c)?

® ElpuntoT es laimagen del punid, por lo que:

BT = a2 _ a® _ a? __ 2a?
T BT T atrlp ~ —-atb+c ~“a+b+c
at——o

Ademas:

© Los triangulosFBE y D,BC, son semejantes, por lo que:

2a2  2a%(-a+b+c)
o= (BT—rl): —atb+c| 8*b+C  (a+b+c)® |__2a%(-a+b+c)
2= a+2r, 2 a+2(—a+2b+c) (a+b+c)2(b+c)

® Los triangulosFBE y D3;BC; son semejantes, por lo que:

_ (BT—rl—ng)
Fs =Tl ™ a+or,

2a2 _2a’*(-a+b+c) 4a’(-a+b+c)
_—a+b+c| @thb+tc  (@+b+c)®  (a+b+c)’(b+c)

2 a+2( 21

_ 2a*(-a+b+c)
(a+b+c)*(b+c)?

Yy, por tanto, podemos intuir que:

2a™(-a+b+c) _
(@a+b+c)’(b+c)™

2a?(-a+b+c)

YneN:r,=
© " (a+b+c)?

(bic)ml

lo cual vamos a probar utilizando el método de déeitin completa:

O Paran=1, se verifica que:

(= 2a2(-a+b+c) _ 2a*l(-a+b+c)
YT (@+b+c)®  (a+b+c)i(b+c)t

® Para cada nimero naturab> 2, supondremos cierto que:

2a?(-a+b+c)

Vke{2,..p}:re=
et Py Tk (a+b+c)?

(bic)ml
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© Paran=p+1,
induccién, resulta que:

Mp+1 = rb[

p
BT—r1—2k§2rk

como los triangulo§BE y D,.BC,.. son semejantes, utilizando la hipotesis de

|

a+2ry
2a2  2a%(-a+b+c) | 2a%(-a+b+c) §( a )"‘1
_—a+b+c| @tb+c (a+b+c)? (a+b+c)? Jk2\b+c
B 2 —at+b+c
a+2[ 2 )

:—a+b+c- 4a8 _4a%(-a+b+c) Z”:( a )k‘l}

2(b+c) [ (a+b+c)? (a+b+c)? @\b+c

2a%(-a+b+c) [ alb+c)" " -ar H
= a-(-a+b+c

(a+b+c)*(b+c)l ( ) (-a+b+c)(b+c)
__2a%(-a+b+c) [ _ab+c)” -a”

(@a+b+c)’(b+c)l (b+c)™*
__2a¥-a+b+c) [ ar

(@a+b+c)’(b+c)l (b+c)"™
_ 2a%(-a+b+c) ( a )P

(a+b+c)®> J\b+c
Finalmente, comd < bic <l vy

|

(—ra+b+

(a+b+c)? ]

2-32+h2

2(@+c)(b+c)
. 2b(b+c)

c)a+b+c) s

a2+

resulta que la suma total de las areas encerraddaspcircunferencias de la sucesii®,)) ., €s:

+o0
A:nZI’
n=1

+00

n=1

_ 4na’(-a+b+ c)? =

2
n

2a™(-a+b+c)
(a+b+c)%(b+c)™*

T

a

(a

_ ma*(-a+b+c)’

5 ( ) 2(n-1)

n=1 b+C

+b+c)*

1

~ (a+c)’(b+c)’

7'[&4(_

-1_(bic

)2
a+b+c)’ 1

(a+c)?

ra*(

L (b+c)?-a2

-a+b+c)

- (a+c)(a+b+c)
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na*(-a+b+c)@a+b+c) _ 2ra*bb+c) _ ra‘b

A=

(a+c)’(a+b+c)>  2(@+c)’b+c) (a+c)’
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