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Problema 927.-  

 
Pérez, M. A. (2019): Comunicación personal. 

Solución de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matemáticas jubilado, de Salamanca. 

𝑀 es el punto medio de 𝐵𝐶. Llamamos [𝑂ଵ] al área del círculo (𝑂ଵ) de centro 𝑂ଵ; necesitamos su radio 
para poder calcularla. Para ello vamos a ver qué condiciones ha de cumplir  (𝑂ଵ) para ser tangente a la 
semicircunferencia centrada en 𝑀 y a los lados 𝐵𝐶 y 𝐵𝐴 del triángulo. Para esto último es necesario que 
su centro 𝑂ଵ = (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) esté situado sobre la bisectriz del ángulo 𝐵. (Obsérvese que 𝑦ଵ es el radio de la 
circunferencia (𝑂ଵ)). Suponiendo unos ejes de coordenadas con 𝑀 como origen y el lado 𝐵𝐶 en las abs-

cisas, poniendo 𝐵 ቀ−
௔

ଶ
, 0ቁ; 𝐶 ቀ

௔

ଶ
, 0ቁ y 𝐴 ቀ

௔

ଶ
, 𝑏ቁ, 𝑎ଶ + 𝑏ଶ = 𝑐ଶ. 

Según el teorema de la bisectriz la longitud del segmento 𝐶𝑆 es 𝐶𝑆 =
௕௔

௔ା௖
  y por tanto la ecuación de la 

bisectriz de 𝐵 es 

𝑦 =
𝑏

𝑎 + 𝑐
ቀ𝑥 +

𝑎

2
ቁ. 

La semicircunferencia (𝑀) tiene ecuación 𝑥ଶ + 𝑦ଶ =
௔మ

ସ
, 𝑦 ≥ 0. La recta 𝑀𝑂ଵ tiene como ecuación 

𝑦 =
௬భ

௫భ
· 𝑥. Para que 𝐼 ∈ (𝑂ଵ) sea el punto de tangencia con la semicircunferencia se ha de verificar (te-

niendo en cuenta que el radio de (𝑂ଵ) es𝑦ଵ) que 



 

𝑀𝐼 =
௔

ଶ
= 𝑀𝑂ଵ +  𝑂ଵ𝐼 = ඥ𝑥ଵ

ଶ + 𝑦ଵ
ଶ + 𝑦ଵ ⟹ ቀ

௔

ଶ
− 𝑦ଵቁ

ଶ

= 𝑥ଵ
ଶ + 𝑦ଵ

ଶ ⟹ 𝑦ଵ =
ೌమ

ర
ି௫భ

మ

௔
. 

Las coordenadas del punto 𝑂ଵ, además de la relación anterior también verifican la ecuación de la bisec-
triz de 𝐵. Es por ello la solución del sistema 

 

𝑦 =
𝑏

𝑎 + 𝑐
ቀ𝑥 +

𝑎

2
ቁ

𝑦 =

𝑎ଶ

4
− 𝑥ଶ

𝑎 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

La solución obtenida es 𝑥ଵ =
௔(௔ିଶ௕ା௖)

ଶ(௔ା௖)
, 𝑦ଵ =

௔௕(௔ି௕ା௖)

(௔ା௖)మ . 

En el dibujo hemos trazado 𝐻𝑈 paralela a 𝐶ଶ𝐷ଶ y tangente a (𝑂ଵ). Tenemos 

𝐵𝐶ଶ = 𝐵𝑁 − 𝑟ଵ = (𝐵𝑀 + 𝑥ଵ) − 𝑟ଵ = ቀ
𝑎

2
+ 𝑥ଵቁ − 𝑦଴ =

𝑎(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)ଶ

(𝑎 + 𝑐)ଶ
 

𝐵𝐻 = 𝐵𝑁 + 𝑟ଵ =
𝑎

2
+ 𝑥ଵ + 𝑦ଵ =

𝑎(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)

(𝑎 + 𝑐)ଶ
 

Sabemos que las áreas de los círculos (𝑂௜) están en progresión geométrica. La razón de esta progresión 

es el cuadrado de µ =
஻஼మ

஻ு
=

௦ି௕

௦
< 1.  

La suma de las áreas de todos estos círculos es 

𝑆 = [𝑂ଵ] · (1 +  µଶ +  µସ + ⋯ ) =
[𝑂ଵ]

1 −  µଶ
, 

donde 

1

1 − 𝜇ଶ
=

1

1 −
(𝑠 − 𝑏)ଶ

𝑠ଶ

=
𝑠ଶ

𝑠ଶ − (𝑠 − 𝑏)ଶ
=

𝑠ଶ

𝑏(𝑎 + 𝑐)
. 

Para (𝑂ଵ), calculamos su área a partir de su radio, que hemos visto, es igual a 𝑦ଵ =
ଶ௔௕(௦ି௕)

(௔ା௖)మ , tendremos  

[𝑂ଵ] = 𝜋 ·
4𝑎ଶ𝑏ଶ(𝑠 − 𝑏)ଶ

(𝑎 + 𝑐)ସ
 



De ahí resulta la suma de todas esas áreas  𝑆 = 𝜋 ·
ସ௔మ௕(௦ି௕)మ௦మ

(௔ା௖)ఱ  

Calculando 4𝑠(𝑠 − 𝑏) = [(𝑎 + 𝑐) + 𝑏][(𝑎 + 𝑐) − 𝑏] = (𝑎 + 𝑐)ଶ − 𝑏ଶ = 𝑎ଶ + 𝑎ଶ + 2𝑎𝑐 = 2𝑎(𝑎 + 𝑐) y 
por tanto 4(𝑠 − 𝑏)ଶ𝑠ଶ = 𝑎ଶ(𝑎 + 𝑐)ଶ y sustituyendo resulta finalmente 

𝑆 = 𝜋 ·
𝑎ସ𝑏

(𝑎 + 𝑐)ଷ
 

 

∎ 


