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Propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega, profesor de Matematicas en el IES "Bartolomé-José Gallardo" de Campanario (Badajoz).

Problema 927.-

Dado un tridngulo rectangulo ABC, se consideran el (segundo) punto D de interseccion entre la recta 4B vla
circunferencia con diametro BC y la circunferencia ((0;) inscrita en el tnangulo mixulineo DBC. A
continuacion, para cada nef\{1} se considera la circunferencia (Q,) inscrita en el triangulo BC,D,.
siendo C, un punto de larecta BC v D, un punto de la recta AC tales que la recta C,D, es paralelaala
recta CA v tangente a la circunferencia (0,_;). tal como se muetra en la siguiente figura:

Calcular, en funcion de las longitudes a. & v ¢ de los lados del triangulo ABC v de la forma mas
simplificada posible. la suma total de las dreas encerradas por las circunferencias de la sucesion ((0,)),-,.
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M es el punto medio de BC. Llamamos [0,] al area del circulo (0;) de centro O;; necesitamos su radio
para poder calcularla. Para ello vamos a ver qué condiciones ha de cumplir (0,) para ser tangente a la
semicircunferencia centrada en M y a los lados BC y BA del tridngulo. Para esto ultimo es necesario que
su centro 0; = (x4,y;) esté situado sobre la bisectriz del angulo B. (Obsérvese que y; es el radio de la
circunferencia (0,)). Suponiendo unos ejes de coordenadas con M como origen y el lado BC en las abs-

cisas, poniendo B (—%,0); C (%,0) yA (%,b), a® + b? = c2.
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Segln el teorema de la bisectriz la longitud del segmento CS es CS = a—fc y por tanto la ecuacién de la

bisectriz de B es

b
y=a+c(x+%)'
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La semicircunferencia (M) tiene ecuacién x% + y? = Ty 0. La recta MO, tiene como ecuacion

y = z—l - x. Para que I € (0,) sea el punto de tangencia con la semicircunferencia se ha de verificar (te-
1
niendo en cuenta que el radio de (0;) esy,) que
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MI=%=M01+ 011=vx12+y12+y1=>(§—y1) =xf+yf =y =4 -

Las coordenadas del punto 0;, ademas de la relacién anterior también verifican la ecuaciéon de la bisec-
triz de B. Es por ello la solucion del sistema

a
7 x J
Y=g
La solucién obtenida es x; = %, L= %

En el dibujo hemos trazado HU paralela a C,D, y tangente a (0;). Tenemos

a ala—b+c)?
BC2=BN—T1=(BM+X1)—T'1=(E+x1)—yo=w
a a(a+b+c)a—b+c)
BHZBN+T'1:E+.X1+_V1: (a+c)2

Sabemos que las dreas de los circulos (0;) estdn en progresion geométrica. La razén de esta progresion
BC, s—b

es el cuadrado de pu = -5 < 1.

La suma de las areas de todos estos circulos es
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donde
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Para (0,), calculamos su érea a partir de su radio, que hemos visto, es iguala y; = z?ﬁsc;’), tendremos
4a?b?(s — b)?
(0] =7

(a+c)*



4a%b(s-b)?s?

De ahi resulta la suma de todas esas dreas S =7 -
(a+c)5

Calculando 4s(s—b)=[(a+c)+bl[(a+c)—bl=(a+c)>—b2=a?+a’+2ac=2a(a+c) y
por tanto 4(s — b)%s? = a?(a + c)? y sustituyendo resulta finalmente
G- a*b
=T (a+c)3



