
Propuesto por Philippe Fondanaiche 

Problema 928 

Sean  O el circuncentro del triangulo ABC ,D el punto medio de AB y  E el baricentro 

del triángulo ACD. 

Demostrar que la línea CD es perpendicular a la línea OE si y solo si AB = AC. 

Balkan Math Olympiad (1985) Segundo problema  

Solución del director 

 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer:

 

Así es 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3𝑐, 𝑝) 

El punto E, baricentro de A(2c,2p), D(c,p), C(4c,0) es E(
7𝑐

3
, 𝑝) 

Si F es el punto medio de BC, la recta OF es x=2c. 

La recta OD es 𝑦 − 𝑝 = −
𝑐

𝑝
(𝑥 − 𝑐) 

Así, tenemos O(2c, 
𝑝2−𝑐2

𝑝
). 

Luego 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
𝑐

3
,
𝑐2

𝑝
). Al ser 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑐2 + 𝑐2 = 0, 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠, 𝑐𝑞𝑑. 

 

Supongamos ahora que en un triángulo ABC tenemos  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 



Sean, sin pérdida de  generalidad,  B(0,0), C(4c,0), A(2m, 2p). 

Tenemos: 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑚 − 4𝑐, 𝑝) 

E es el baricentro de A(2m,2p), C(4c,0), D(m,p), 𝐸(
3𝑚+4𝑐

3
, 𝑝) 

Siendo F el punto medio de BC, es F(2c,0) y la mediatriz de BC es la recta OF  x=2c. 

La mediatriz de AB es la recta DO   𝑦 − 𝑝 = −
𝑚

𝑝
(𝑥 − 𝑚) 

O es la intersección de ambas mediatrices: O(2𝑐,
𝑝2+𝑚2−2𝑐𝑚

𝑝
) 

Así, es 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(
3𝑚−2𝑐

3
,
−𝑚2+2𝑐𝑚

𝑝
) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
3𝑚2 − 12 𝑚𝑐 − 2𝑐𝑚 + 8𝑐2

3
− 𝑚2 + 2𝑐𝑚 =

−8𝑐𝑚 + 8𝑐2

3
 

Al igualar a cero, tenemos dos soluciones, c=0, triángulo degenerado en un punto 

c=m, lo que nos da AB=AC, c.q.d. 
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