
Problema 929.-  
Se considera el cuadrante del círculo (𝑂, 𝑂𝐵). 

Sea OPQR el cuadrado inscrito en el triángulo mixtilíneo 𝑂𝐵𝐶. Sean  
𝐸 = 𝑃𝑄 ∩ 𝐵𝐶, 𝐹 = 𝑅𝑄 ∩ 𝐵𝐶. 

Sean los puntos 𝐼, 𝐽 incentros de ∆𝑂𝐵𝐶, ∆𝐹𝑄𝐸, respectivamente.   

Sean los puntos de dichos triángulos de tangencia con sus circunferencias 
inscritas. Sea, por fin, 𝐾 = 𝐼𝑉 ∩ 𝑇𝑈. 

Probar que 𝐼, 𝐾, 𝑈, 𝑅 son concíclicos. 
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Sea el triángulo rectángulo isósceles OBC de catetos 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝑎.  De la igualdad entre las expresiones del área 

del  triángulo OBC, 𝑆 =
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2
𝑎2 =
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𝑟 ·  2𝑎 +  2𝑎 →  𝑟 = 𝑎  1 −

 2
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 , siendo r el radio de la circunferencia inscrita a 

dicho triángulo. De este modo, el lado l del cuadrado OPQR, 𝑙 = 𝑎 − 𝑟 = 𝑎
 2

2
. Por otra parte, el triángulo 

isósceles QER tiene como catetos 𝑄𝐸 = 𝑄𝐹 = 𝑙 − 𝑟 = 𝑎( 2 − 1).  De este modo, el radio r’ de la circunferencia 

inscrita en dicho triángulo tendrá como valor  𝑟′ = ( 2 − 1)𝑟. Observamos que 𝑙 = 2𝑟 + 𝑟′ . 

 

Probaremos que 𝑈𝑅 ⊥ 𝑈𝑇  ;   𝐼𝑅 ⊥ 𝐼𝐾. Así, de este modo los puntos IKUR serán concíclicos.  

𝑈𝑅 ⊥ 𝑈𝑇 

 

𝐼𝑅 ⊥ 𝐼𝐾 

 
Sea l el lado del cuadrado OPQR. 
Probaremos que UR y UT son perpendiculares. Esto es 
así, ya que U, L y H están alineados, donde L y H, son 
los puntos medios de FQ y TP, respectivamente. 
Entonces los triángulos rectángulos UHT y ULR son 

equivalentes por ser  𝑈𝐿 = 𝐻𝑇 =
1

4
 𝑙.   

Por tanto, 𝑈𝑅 ⊥ 𝑈𝑇. 

Sean l el lado del cuadrado OPQR y  r y r’, los radios de 
las circunferencias inscritas en los triángulos OBC y 
QEF, respectivamente. La paralela media SE del 
cuadrado OPQR  pasa por el punto I ya que 
 𝑂𝑆 = 𝑃𝐸 = 𝑟. Entonces los triángulos rectángulos ISR 
y VEI son equivalentes por ser: 
  𝐼𝑆 = 𝑟; 𝑅𝑆 = 𝑙 − 𝑟  𝑦   
{𝐸𝐼 = 𝑙 − 𝑟, 𝐸𝑉 = 𝑙 − 𝑟 − 𝑟′ = 𝑟.   
Por tanto, 𝐼𝑅 ⊥ 𝐼𝐾. 

 


