Extra del 15 de Diciembre de 2019 al 29 de febrero de 2020

Propuesto por comunicante anénimo.

Problema 930

Problema 1.- Dado un segmento AB de longitud c que es didmetro de una semicircunferencia F y sea
M su punto medio. Con centro en Ay radio AM se traza el arco de circunferencia MR (R € F)

a) Calcular en funcién de c el radio de la circunferencia inscrita (centro 0,) en el tridngulo mixtilineo
MRB.

b) Determina el AABC rectdngulo en B de manera que (0,) sea tangente interiormente a los lados AB
y AC. Determina su longitud en funcion de c.

¢) A continuacién, para cada n € N — {13}, se considera la circunferencia (0,,) inscrita en el tridngulo
AC,D,, siendo C, un punto de la recta AB y D,, un punto de la recta AC tales que la recta C,D,, sea
paralela a la recta CBy tangente a la circunferencia (0,_,) tal como se muestra en la siguiente figura

Calcula en funcion de c la suma total de las dreas encerradas por las circunferencias de la sucesién
{(On)}nEN-
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Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

a) Vamos a llamar y; = r; al radio de la circunferencia (0,); x; a la distancia de M a E, punto
de tangencia de (0,) con AB y Q al de tangencia con el arco (4; MR).

El punto 0, queda fijado con estos dos nimeros.
Setiene MO, = MP — 1y =§—y1y A0, = AQ + QO, =§+y1,

Las condiciones de tangencia que ha de verificar la circunferencia que buscamos se obtienen
de aplicar el teorema de Pitagoras a dos triangulos rectangulos.
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Si se aplica al tridgngulo AMO, E obtenemos la relacién (% - yl) =x’+ytocy = CT —x?
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Si se aplica a AAEO, la relacién es (g + yl) = (x1 + g) +y? o cy; =x% +cxy
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La solucién del sistema c).

5 es (x1,y1) = (TC’?
cy, =x1{ +cxq



Elradio (0;) es y; =11 = \/;c.

b) Ahora afiadimos la condicién de que este punto esté situado sobre |a bisectriz de A.
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La pendiente de esta recta, segun el teorema de la bisectrizes k = i ﬁ.
Por otra parte, del tridngulo AAEQ, se obtiene k = LR
AE x1+5
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i =2 = B4l = 8 = = o
Uniendo ambas k = — il Bn .- (84 =351759°)
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Paraeliminarlabenk = 2 Primero se separay luego se eleva al cuadrado. Se tiene
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bk=a—ck = (a®+cDk?=a’+c*k*—2ack = (1-kPDa=2ck=>a=5"c

y sustituyendo k se obtiene
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2
Y ahorab = %— c= (1_2k2 - )c = itzz - ¢, obteniendo
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b=——F——-c
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c) La razén de semejanza que pasa de AC; a AC, es la de los segmentos AE + ;.

_AC, _ AE-r; _ (AM+x,)-y; _ V3-2 _ 4V3+5 _ b-a

AC;  AE+r;  (AM+x,)+y; 3342 23 c

Las dreas de los circulos (0;) estan en progresiéon geométrica.

La razén de esta progresion es p? < 1. La suma de las 4reas de todos estos circulos es

S=[0,]-A+ p?2+ p*+-) = 93] " Giendo [0,] =7 -1 =37 ¢2, por tanto
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ABCl== =222 2
[4BC] = 23 ¢

La razén entre las areas de los circulos y el area del triangulo es 0.5716378554 (calculado con
‘Derive’). Los circulos no completan el 60% del tridngulo. m

(1) b-a s—b L . » L, .
Puede comprobarse que == coincidente, con el cambio de notacidn, con la expresion de esta razén en el proble-

ma 927 de esta revista.



