Probema Miguel Angel Pérez Garcia Ortega

Ejercicio 2505. Dado un triangulo 4BC con inradio 7 v tal que:

se consideran las sucesiones de circunferencias ((0.)),c.. jioy. ((O=)) e i1 (@) )ser. ¥ ((@-)),y que se
muestran en la siguiente figura:

donde, para cada nelJ, se verifica que:
@ La circunferencia (0,) es tangente a la circunferencia (O,-;) yalasrectas CB y CA.
@ La circunferencia (O_,) es tangente a la circunferencia (O_g-)) vy alas rectas B4 y BC.
® La circunferencia (Q,) es tangente a las circunferencias (0,;) vy (0,) yalarecta BC.
@ La circunferencia (Q-,) es tangente a las circunferencias (O, y) v (O-,) valarecta BC.

Calcular, en funcidon de rg, el término general de la sucesién (s,),; de radios de la sucesidn de
circunferencias((Q,)) 7. -

Solucién
Se puede demostrar que si denominamos BC' = a entonces los lados del AABC son AB = M, AC =a(v/3—1)

S semipertmetro s = § (4572 1 a(v3 1) +0) = Ja (2~ VI + V)
@ y su superficie Saapc = @
a?(v3-1)
I
Teavivar = (V3-8 - ive+ §v2)a

1
Z(l

Su altura relativa al vértice B es

Por todo ello, el radio g de su incirculo es rg =

De momento este dato no lo voy a utilizar ; puesto que lo que me piden es expresar los radios de los circulos (Q1) , (Q-1), (Q2) , (Q—2)
en funcién de rq

Figura 3

e Vamos a empezar por calcular los radios r_1,7_9,7_3....de los circulos respectivos (O_1) , (O_3), (O_3) ...... situados a la izquier-
da de Og

Si nos fijamos en el grifico el AOyO_11; rectdngulo en I; tenemos OgO_1 =r_1 + 19,00l1 =19 —T_1



Por Pitagoras O_11; = 2,/ror—1 y como ang(l10_10y) es 22,5° (). En virtud del lema 1 (Ver apéndice) tenemos

us
8

tang =V2-1= L Resolviendo la ecuacién (r_1 <ro)

2,/7"0’/‘ 1
r_1 =70 (7—4\f—2 20—14\/§>

Es digno de resaltar que la proporcién entre los radios es

== (7—4[—2 20—14\/§>

To

Consideramos la homotecia, h, de centro B y factor de escala 77%01

Si aplicamos dicha homotecia al circulo (Og) obtenemos (O_1).Si se la aplicamos a (O_;) obtenemos (O_) y asi sucesiva-
mente; por lo que la sucesién de los radios es:

To

r_y = (7 4v2 —21/20 — 14 )

. (7 4\/5—2\/20—14x/§>
Vo -1av)

T =To (7 4v2 — 24/20 — 142

Vamos ahora a considerar los circulos (Op), (0O—_1) y (Q.—1) de manera que (Q_1) sea tangente a los otros circulos exterior-
mente e interiormente a la recta BC'. )

Podemos expresar su radio s_; en funcién de los radios 7o y r_jde los circulos respectivos (Op) y (O—1) en virtud del lema
2 (Ver apéndice).

Por ello

R T i3 (7-4v2-2v/20 - 14V2)
(Vro+/r=1)? (\/ﬁ+\/r0(7_4\/§—2 20—14J§))2

Si aplicamos la homotecia h anterior al circulo (Q_1) obtendremos @)_5.Si se la aplicamos a (_2) obtenemos (Q_3) y asi
sucesivamente por lo que la sucesién de los radios es:

ro <3f—7\/m—5\/m+5)

=10 <Z\/§7\/107ﬁ5\/2014ﬁ+;>

Sy = (7 42 —24/20 — 14 )( 2—7\/10 V2 — 5\/20—14f+ )
s_3 = (7—4[—2 20—14\6)2(g\/i—7\/10—7\f—5\/20—14\/§+g)ro
Sy = (7—4\f—2 20—14\/§>n1 (2\/5—7\/10—7f—5\/20—14¢§+;)ro

e Vamos ahora a calcular los radios 71,72, rs....de los circulos respectivos (O1), (O2), (O3) ....situados a la derecha de Oy

Si nos fijamos en el gréfico el AOyO;J; rectangulo en J; tenemos OgO1 = r1 + 19, OgJ1 =19 — 11
Por Pitdgoras O1.J; = 2,/ror1 y como ang(11010p) es 15° ({5). En virtud del lema 1 tenemos

ro —
tan — — 2 — V3= 2 ! Resolviendo la ecuacién (11 <ro)

.
12 2\/7‘01‘1
=70 (10\/5— 8v/3 — 6v/6 + 15)

Es digno de resaltar que la proporcion entre los radios es

n_ (10\/5—8\/5—6\/6“5)

To



Consideramos la homotecia, h’, de centro C'y factor de escala :—;

Si aplicamos dicha homotecia al circulo (Op) obtenemos (Olj.Si se la aplicamos a (O7) obtenemos (Os) y asf sucesivamente;
por lo que la sucesién de los radios es:

o= 10 (10\ff8\f 6f+15>
ry = 10 (10[—&/ 6f+15)
rg = ro(l V2 - 8V3 - 6\/6+15)
(
(

2

3

r_ = 1o (10v2 —8v3 — 6\/64—15)

Vamos ahora a considerar los circulos (Og),(01) y

e interiormente a la recta BC'. )
Podemos expresar su radio s; en funcién de los radios 79 y ride los circulos respectivos (Op) y (O1) en virtud del lema 2.
Por ello

1) de manera que () sea tangente a los otros circulos exteriormente

_ ror _ ¢ (10v/2 — 8v/3 — 616 + 15)
(Vo vr)? (er ro (10v2 — 8v/3 — 6v/6 + 15))

_m< V3 - 3[—2f\f+5)

Si aplicamos la homotecia h’ anterior al circulo (()1) obtendremos (2.Si se la aplicamos a (Q2) obtenemos (Q3) y asi
sucesivamente por lo que la sucesién de los radios es:

S1

o (Z\/§—3\f—2¢§\/§+5)
83 = (10[—8\/§—6x/6+15) (2ﬁ3f2x/§\/§+5>r0

83

(10v2 - 8v3 - 6v6+ 15)2 (;\/§—3\/§_2\/§\/§+5> -

Sn

.(-.1.0\f —8v3 - 6v6 + 15)%1 (% —3vV2-2V2V3 4+ 5) "

Por todo lo anterior vamos a definir la sucesién de los radios s,, siendon € Z

—n—1
(774\572 20714\/§> (gf—7\/10—7\/§f5\/20—14ﬁ+g)r0 sineZ ~ {0}
Sn = 0 sin=20

(10v2 = 8v3 = 6v6+15)" " (3v/3 —3v2 — 2v/2v/3 +5) g sin € Z+ ~ {0}



1. Apéndice

Lemal Dadas dos circunferencias tangentes entre si de centros Oy, Op y radios rg y r1 respectivamente y sea B el centro
de similitud externa de ambas circunferencias .Si conocemos el dngulo formado por la recta BOy con una de las rectas
tangentes a ambas circunferencias entonces se verifica que

r1 — 7ol

2\/7“17'()

tana =

Demostracién

Figura 1

Lema 2 Si se tienen dos circunferencias tangentes de radios ry y 71 y una recta tangente BC' exterior a ambas, se puede trazar
otra circunferencia de radio rs tangente a las circunferencias anteriores e inscrita en el tridngulo formado por éstas y la
recta BC.El radio de dicha circunferencia es

ToT1
ro = —F—
(\/7”0 + \/7"1)2
Demostracion
AOqOﬂC: COy=TT, = \/(ro+r1)27 (14077"1)2 = 2./ror; 1 1 1
- — = from = s Ve = e = —— 4
NOQAAAQ =TTy = /(11 4+ 72)* — (11— 2)* = 2/77 T TYIREVER T m TR T v

170

T ., 5
AO(IQ—]B QB =TT, = vV (ro+ r2)% — (19 — 7‘2)2 = 24/r210 Ty = m

Relacion de Descartes

i=0,1,2 = 2(k2+ k> + k2) = (ko + ki + k2)*

Figura 2



