Problema 933.-

Ejercicio 2505. Dado un triangulo 4BC con inradio rq ¥ tal que:

se consideran las sucesiones de circunferencias ((0x)),e. 0, (0-2))e 03> (@n)ner. ¥ (=), que se
muestran en la siguiente figura:
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donde, paracada n N, se verifica que:
@ La circunferencia (O,) es tangente a la circunferencia (O,-1) yalasrectas CB y CA.
@ La circunferencia (O-,) es tangente a la circunferencia (O—,-;y) yalasrectas B4 y BC.
® La circunferencia (Q,) es tangente a las circunferencias (0,—;) y (0,) yalarecta BC.
@ La circunferencia (Q-,) es tangente a las circunferencias (O,-p) v (O-,) yalarecta BC.

Calcular, en funcién de 7p, el término general de la sucesién (s,),.r. de radios de la sucesién de
circunferencias((Q,)) 7. -

Suppa, E. (2019): Comunicacion personal.
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Sea el triangulo ABC de lados AB = \/E,BC =1+ \/§,AC = 2. Por tanto, su semiperimetro es
p= %(3 +2 + \/§) Asi el valor del drea del AABC esigual a

1 1 . 1+V3 3-2v2-V3+/6
[ABC] = 5(1 +vV3) = 5(3 + V2 4+ v/3) - 1p; Resulta asi que: 1y = T = .

Determinaremos ahora el valor del radio r_;.
La homotecia de centro el punto B y de razén k; transforma la circunferencia (0y) en (0O_;) vy asi,
sucesivamente, (0_;) en (0_,), ..., (0_(n_1)) en (0_,).

En el triangulo rectangulo BT, 0, la longitud del segmento OyB = r02 + (p — b)?;

00B =8 —5V2 — 43 + 3V6.

OoF _ 09B-rg _ \/8—5\/5—4—\/§+3\/E—3_2\/7;ﬂ
00F — 00B+r0  [3 5vz_av3i3ves -22-V3+/6
0 0570 8—5v2—4v3+3V6+ >

_ —3+2V2+V3—V6+2v8-5V2—-4V3+3V6 __

1= = 0.44646
3-2V2—V3+V6+2v8-5v2-43+36
De esta forma, r_; = kq1y.

Por tanto, la razén k; viene dada por: k; =




Para determinar el valor s_; del radio de la circunferencia (Q_;), consideramos las siguientes relaciones
entre los radios 1y, 77 y S_1.

2 2 _ 2 — 2.
(rn+5.1)°— (1 —s_1)* =m{ > 4s_yry = mf;

2 2 _ 02 — 2.
(o +5-1)% — (o — s_1)° =mj > 4s_119 = m3;
(1 +19)% = (1 = 19)* = (my + my)? = 4ryry = (Mg + my)?%;

2 r17ro
En definitiva, (2\/5_17‘1 + 21/5_17”0) =4nry > S = ———
(Vri+yro)

—342v2+vV3-/6+2+/8-5v2—43+3V6
3-2vZ—/3+v6+2y8-5v2—4v/3+3/6

rok]

Y en general, con la homotecia de polo el punto B y de razén k; =

podemos determinar los radios de las circunferencias (Q_,), del modo: s_,, = (—)2
1+ kq

Procediendo de un modo similar para las circunferencias (Q,,), llegariamos de un modo andlogo a
calcular los siguientes valores:

En el tridngulo rectdngulo CT, 0y, la longitud del segmento 0,C = /7 + (p — ¢)?;
_ _ 1+V3 3-2v2—3+V/6
0,C =10 — 6v2 — 23 + 2+6. Ty == -

Determinaremos ahora el valor del radio ry.

La homotecia de centro el punto C y de razén k, transforma la circunferencia (0y) en (01) vy asi,
sucesivamente, (0;) en (0;), ..., (0,,_1) en (0,). La razén k, viene dada por:

00G' _ 09C—rg _ —3+2V2+V3—V6+2/10—6v2—23+26
006G~ 00C+ro  3-2yZ—V3+V6+2V10-6vZ-2V3+26
Para determinar el valor s; del radio de la circunferencia (Q;), consideramos las siguientes relaciones

k, = = (0.58879. De esta forma, r; = ky1y.

entre los radios 1y, 11 y S71.
(rp+5)% = —s)?>=m? = 4syry =m?; (rp+51)% — (rp — 51)% = m3 - 4sy1y = m3;
(r; +1)% — (r; — 1) = (my + my)? = 4ryry = (my +my)?%;

— 2 r1%o
En definitiva, (2+/s117 + 2./s11p) =4rrg 2 S = ———
( 11 \/10) 170 1 (x/ﬁh/%)z

—342VZ+V3—V6+2v10-6v2—2v3+2v6

determinamos los

Con la homotecia de polo el punto Cy de razén k, =

3-2v2—V3+V6+2/10—-6v2—2v3+2v6

radios de las circunferencias (Q,,), del modo s, =




