Extra del 15 de Diciembre de 2019 al 29 de febrero de 2020

Propuesto por Miguel Angel Pérez Garcia Ortega

Problema 933
Ejercicio 2505. Dado un triangulo 4BC con inradio g y tal que:
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se consideran las sucesiones de circunferencias ((0,)) ., 03> (O=))e 10y (@uD)ue ¥ (@)D, quese
muestran en la siguiente figura:
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donde, para cada n e[y, se verifica que:
@ La circunferencia (0,) es tangente a la circunferencia (0,1) yalasrectas CB y CA.
@ La circunferencia (O_,) es tangente a la circunferencia (O_;—)) y alasrectas B4 y BC.
@ La circunferencia (Q,) es tangente a las circunferencias (Q,;) v (0,) yalarecta BC.
@ La circunferencia (Q-,) es tangente a las circunferencias (Oi,-1y) v (O-,) yalarecta BC.

Calcular, en funcidn de rp, el término general de la sucesion (s,),... de radios de la sucesion de
circunferencias((Q,)) ez. -

Pérez-Garcia (2019) comunicacién personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

Supongamos que tenemos en un angulo definido por dos semirrectas con origen en C y dos
circunferencias tangentes entre si y tangentes a los dos lados del angulo, como las de centro
0; del problema. Queremos construir una circunferencia tangente a esas dos y al lado inferior
del angulo, como las de centro Q;. Ademas queremos encontrar la relacidn que existe entre los
radios de estas circunferencias y el angulo en cuestion.

Si K es el punto de contacto de las dos circunferencias, la inversién con centro en él y radio su
distancia a e = CT (el segmento KM) transforma estas circunferencias en dos rectas paralelas
entre siy perpendiculares a la bisectriz de C (recta que une sus centros).



La recta e = CT se transformara en una circunferencia tangente a las rectas transformadas
(comprendida entre ellas) y que pasa por el polo de inversiéon K y por M; se trata de una cir-
cunferencia e’'de didmetro KM (centro E, su punto medio), igual al radio de la circunferencia
de inversidn w = (K; KM). Ahora debemos encontrar una circunferencia tangente a estos

. . . KM
transformados, es decir, tangente a las dos paralelasy a la circunferenciae’ = (E; T)

La perpendicular por E a la bisectriz cortaae’ = (E)enLyL’.

Estos son los puntos de tangencia de dos circunferencias tangentes a las dos paralelas y a
e’ = (E). La que nos interesa es la que pasa por L’y tiene centro N (simétrico de E por L’).

Su didmetro es igual al radio de la circunferencia de inversion.
Aplicando a (N) la inversion respecto de (K), obtenemos la circunferencia de centro (Q).
¢ = Inversion(w(K; p = KM))
¢:(0) — o = Eje radical [(0); w]
@:(0") — o' = Ejeradical [(0"); w]

p:e > e = (E;'[Z—))



P (N;g) —q=(¢s)

Llamando R, R a los radios de (0), (0") respectivamente, tenemos

R R _ R-R'" _ R-R’

sent=—=_"= =
2 co'" cO  CO-CO'  R+R

De la igualdad entre la primera y la Ultima de estas razones se obtiene

R’ 1—sen%
=y @
R 1+sen%

Como puede verse esta relacién no depende mas que del angulo en que estan inscritas, y por
tanto es la misma para cualquier par de circunferencias contiguas.

De manera similar para la circunferencia de inversion (K).

e igualmente como antes

p= (1—sen%)-R (2)

Para la circunferencia menor, la construida mediante inversién y que es tangente a éstas, te-
nemos que aplicar la siguiente relacion:

si dos circunferencia c, ¢’ de radios respectivos r,r’ se transforman una en la otra por una
inversion de potencia k?, respecto de la circunferencia (W; R) se tiene

r R?

T [Pot(W;c)| 3)

(W es el centro de la circunferencia de inversion).
En nuestro caso W = K y c es la circunferencia (N; g)

Teniendo en cuenta que 8 = INEM = % por tener sus lados perpendiculares y aplicando el

teorema del coseno al triangulo AKEN tenemos

. _ 2_/2_29_2 2, Z_P_Z_z Y
|Pot(K; (N))| = KN* —L'N —(p +5 +p°-cos 2) T =P (1+cos 2),

por tanto, segun (3)

S _ P
g_p2(1+cos %)
y simplificando (2)
g = 1—sen% 'R ()
2(1+cosz)

De la relacion (1)
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De (4) se tiene ahora (en el dibujo original no considera el indice 0 para las circunferencias Q;)

)4 )4
1-sen— 1—-sen—
2 2 H H
S =——2<-1 en general, S;,.1 = ——=<-1; or tanto, para dos circunferencias de
1 2(1+cos§) o Y.€ene 7ot 2(1+cos§) vYyP ' P

centros Qi1 Y Q;

Y
Si+1= r; =1—Seni (5)
Si i1 1+sen%
n—-1
So_S2 8 s _[lzsend)
S1 S1 S Sn-1 1+senl2
n-1
1—senl2 1—sen%
Sn= —,y -—y.ro
1+sen7 2(1+cosi)

La relacién (5) indica que los puntos (Q;) estdn alineados con el vértice C.

Para los radios de las circunferencias inscritas en el dngulo B, se obtiene la expresidn analoga,
siendo pues

Ceen B\ —senB
1 sen‘y 1 sen‘y

§) 2(iresh)
1+senz 2 1+cos2

S_p= "To

1-sent 180°—
. . . epe . 2 2 Y
Las expresiones anteriores pueden simplificarse poniendo 7 = tan“ (——
1+sen; 4

Particularizando a los valores concretos de los angulos del triangulo del problema tendremos

B (1 - senlS")n_1 1 —sen15°
5 = \1+ sent15° 2(1 + cos 15°) To

3 (1 — sen 22.5")'1_1 1 —sen 22.5°
51 =1+ sen 22.5° 2(1 + cos 22.5°) To




