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Supongamos que tenemos en un ángulo definido por dos semirrectas con origen en 𝐶 y dos 
circunferencias tangentes entre sí y tangentes a los dos lados del ángulo, como las de centro 
𝑂௜ del problema. Queremos construir una circunferencia tangente a esas dos y al lado inferior 
del ángulo, como las de centro 𝑄௜. Además queremos encontrar la relación que existe entre los 
radios de estas circunferencias y el ángulo en cuestión. 

Si 𝐾 es el punto de contacto de las dos circunferencias, la inversión con centro en él y radio su 
distancia a 𝑒 = 𝐶𝑇 (el segmento 𝐾𝑀) transforma estas circunferencias en dos rectas paralelas 
entre sí y perpendiculares a la bisectriz de 𝐶  (recta que une sus centros).  



La recta 𝑒 = 𝐶𝑇 se transformará en una circunferencia tangente a las rectas transformadas 
(comprendida entre ellas) y que pasa por el polo de inversión 𝐾 y por 𝑀; se trata de una cir-
cunferencia  𝑒ᇱde diámetro 𝐾𝑀 (centro 𝐸, su punto medio), igual al radio de la circunferencia 
de inversión 𝜔 = (𝐾; 𝐾𝑀). Ahora debemos encontrar una circunferencia tangente a estos 

transformados, es decir, tangente a las dos paralelas y  a la circunferencia 𝑒ᇱ = ቀ𝐸;
௄ெ

ଶ
ቁ. 

 

La perpendicular por 𝐸 a la bisectriz corta a 𝑒′ = (𝐸) en 𝐿 y 𝐿’.    

Estos son los puntos de tangencia de dos circunferencias tangentes a las dos paralelas y a 
𝑒’ = (𝐸). La que nos interesa es la que pasa por 𝐿’ y tiene centro 𝑁 (simétrico de 𝐸 por 𝐿’).  

Su diámetro es igual al radio de la circunferencia de inversión. 

Aplicando a (𝑁) la inversión respecto de (𝐾), obtenemos la circunferencia de centro (𝑄).  

𝜑 = Inversión(𝜔(𝐾; 𝜌 = 𝐾𝑀)) 

𝜑: (𝑂) ⟶ 𝑜 = 𝐸𝑗𝑒 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑎𝑙 [(𝑂); 𝜔] 

𝜑: (𝑂′) ⟶ 𝑜ᇱ = 𝐸𝑗𝑒 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑎𝑙 [(𝑂′); 𝜔] 

𝜑: 𝑒 ⟶ 𝑒ᇱ = (𝐸;
𝜌

2
) 



𝜑: ቀ𝑁;
𝜌

2
ቁ ⟶ 𝑞 = (𝑄; 𝑠) 

Llamando 𝑅, 𝑅′ a los radios de (𝑂), (𝑂′) respectivamente, tenemos 

sen
ఊ

 ଶ
=

ோᇲ

஼ைᇲ =
ோ

஼ை
=

ோିோᇲ

஼ைି஼ைᇲ =
ோିோᇲ

ோାோᇲ  

De la igualdad entre la primera y la última de estas razones se obtiene 

𝑹ᇱ

𝑹
=

𝟏 − 𝐬𝐞𝐧
𝜸
 𝟐

𝟏 + 𝐬𝐞𝐧
𝜸
 𝟐

    (𝟏) 

Como puede verse esta relación no depende más que del ángulo en que están inscritas, y por 
tanto es la misma para cualquier par de circunferencias contiguas. 

De manera similar para la circunferencia de inversión (𝐾). 

sen
𝛾

2
=

𝑅

𝐶𝑂
=

𝜌

𝐶𝐾
=

𝑅 − 𝜌

𝑅
 

e igualmente como antes 

𝝆 = ቀ𝟏 − 𝐬𝐞𝐧
𝜸

 𝟐
ቁ · 𝑹      (𝟐) 

Para la circunferencia menor, la construida mediante inversión y que es tangente a éstas, te-
nemos que aplicar la siguiente relación:  

si dos circunferencia 𝐜, 𝐜’ de radios respectivos 𝐫, 𝐫’ se transforman una en la otra por una 
inversión de potencia 𝐤𝟐, respecto de la circunferencia (W; R) se tiene  

𝐫′

𝐫
=

𝐑𝟐

|𝐏𝐨𝐭(𝐖; 𝐜)|
      (𝟑) 

(𝐖 es el centro de la circunferencia de inversión). 

En nuestro caso 𝑊 = 𝐾 y 𝑐 es la circunferencia ቀ𝑁;
ఘ

ଶ
ቁ.  

Teniendo en cuenta que 𝜃 = ∢𝑁𝐸𝑀 =
ఊ

ଶ
 por tener sus lados perpendiculares y aplicando el 

teorema del coseno al triángulo ∆𝐾𝐸𝑁 tenemos 

|Pot(𝐾; (𝑁))| = 𝐾𝑁ଶ − 𝐿′𝑁ଶ = ቀ𝜌ଶ +
ఘమ

ସ
+ 𝜌ଶ · cos 

ఊ

ଶ
ቁ −

ఘమ

ସ
= 𝜌ଶ ቀ1 + cos 

ఊ

ଶ
ቁ, 

por tanto,  según (3) 

𝑠
𝜌
2

=
𝜌ଶ

𝜌ଶ ቀ1 + cos 
𝛾
2

ቁ
 

y simplificando (2)  

𝒔 =
𝟏ି𝐬𝐞𝐧

𝜸

 𝟐

𝟐ቀ𝟏ା𝐜𝐨𝐬
𝜸

𝟐
ቁ

· 𝑹             (4) 

De la relación (1) 



௥೔శభ

௥೔
=

ଵିୱୣ୬
ം

 మ

ଵାୱୣ୬
ം

 మ

 ⇒   ௥೙

௥బ
=

௥భ

௥బ
·

௥మ

௥భ
· … ·

௥೙

௥೙షభ
=  ൬

ଵିୱୣ୬
ം

 మ

ଵାୱୣ୬
ം

 మ

൰
௡

 

De (4) se tiene ahora (en el dibujo original no considera el índice 0 para las circunferencias 𝑄௜)  

 𝑠ଵ =
ଵିୱୣ୬

ം

 మ

ଶቀଵାୡ୭ୱ
ം

మ
ቁ

· 𝑟଴  y, en general, 𝑠௜ାଵ =
ଵିୱୣ୬

ം

 మ

ଶቀଵାୡ୭ୱ
ം

మ
ቁ

· 𝑟௜, y por tanto, para dos circunferencias de 

centros 𝑄௜ାଵ  y 𝑄௜  

𝒔𝒊ା𝟏

𝒔𝒊
=

𝒓𝒊

𝒓𝒊ି𝟏
=

𝟏 − 𝐬𝐞𝐧
𝜸
 𝟐

𝟏 + 𝐬𝐞𝐧
𝜸
 𝟐

        (𝟓) 

𝑠௡

𝑠ଵ
=

𝑠ଶ

𝑠ଵ
·

𝑠ଷ

𝑠ଶ
· … ·

𝑠௡

𝑠௡ିଵ
=  ቌ

1 − sen
𝛾
 2

1 + sen
𝛾
 2

ቍ

௡ିଵ

⇒ 

𝒔𝒏 = ቌ
𝟏 − 𝐬𝐞𝐧

𝜸
 𝟐

𝟏 + 𝐬𝐞𝐧
𝜸
 𝟐

ቍ

𝒏ି𝟏

·
𝟏 − 𝐬𝐞𝐧

𝜸
 𝟐

𝟐 ቀ𝟏 + 𝐜𝐨𝐬
𝜸
𝟐

ቁ
· 𝒓𝟎 

La relación (5) indica que los puntos (𝑄௜) están alineados con el vértice 𝐶. 

Para los radios de las circunferencias inscritas en el ángulo 𝐵, se obtiene la expresión análoga, 
siendo pues   

𝒔ି𝒏 = ቌ
𝟏 − 𝐬𝐞𝐧

𝜷
 𝟐

𝟏 + 𝐬𝐞𝐧
𝜷
 𝟐

ቍ

𝒏ି𝟏

·
𝟏 − 𝐬𝐞𝐧

𝜷
 𝟐

𝟐 ൬𝟏 + 𝐜𝐨𝐬
𝜷
 𝟐

൰
· 𝒓𝟎 

Las expresiones anteriores pueden simplificarse poniendo 
ଵିୱୣ୬

ം

 మ

ଵାୱୣ୬
ം

 మ

= tanଶ ቀ
ଵ଼଴°ିఊ

ସ
ቁ 

Particularizando a los valores concretos de los ángulos del triángulo del problema tendremos 

 

𝑠௡ = ൬
1 − sen15°

1 + sen15°
൰

௡ିଵ

·
1 − sen15°

2(1 + cos 15°)
· 𝑟଴ 

𝑠ି௡ = ൬
1 − sen 22.5°

1 + sen 22.5°
൰

௡ିଵ

·
1 − sen 22.5°

2(1 + cos 22.5°)
· 𝑟଴ 

 

∎ 


