
Problema 936.-  
Sea dado el arbelos de la figura donde: 𝐴𝑂1 = 𝑎;   𝑂2𝐵 = 𝑏.  
Calcula la superficie de los triángulos ∆𝐷𝐸𝐹  𝑦  ∆𝐺𝐼𝐻  y la longitud del segmento 𝐴𝑅 en función de 
𝑎 𝑦  𝑏. 
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En primer lugar y una vez realizada la construcción del arbelos, determinaremos el valor de la 

tangente común DE.  

Suponiendo que 𝐴𝑂1 = 𝑎 <  𝑂2𝐵 = 𝑏, bastará 

entonces considerar la longitud del cateto DE 

en el triángulo rectángulo de cateto  𝑏 − 𝑎  y 

de hipotenusa  𝑎 + 𝑏 .  

En definitiva, 𝐷𝐸 = 2 𝑎𝑏. De este modo, para 

hallar el área del triángulo ∆𝐷𝐸𝐹 bastará 

determinar la altura ℎ𝐹 , que coincide con el 

diámetro de la circunferencia que es tangente 

a la circunferencia de centro O y radio 𝑎 + 𝑏. 

Además esta altura ℎ𝐹 = 𝐷𝐿 = 𝐸𝐿′ .  

Sea 𝑂1𝐿 = 𝑥, entonces: 

𝐷𝐿 = 𝑎 + 𝑥 → 𝑂2𝐿
′ = 𝑏 −  𝑎 + 𝑥 .   

Por tanto, se verificará: 

 𝐿𝐿′ = 𝐷𝐸 = 𝐿𝐶 + 𝐶𝐿′ →  2 𝑎𝑏 =  𝑎2 − 𝑥2 +  𝑏2 −  𝑏 − 𝑎 − 𝑥 2 



De esa ecuación obtenemos el valor  𝑥 =
𝑎 𝑏−𝑎 

𝑎+𝑏
. 

Por tanto,  ℎ𝐹 = 𝐷𝐿 = 𝑎 + 𝑥 =
2𝑎𝑏

𝑎+𝑏
. 

 

Así, el área del triángulo ∆𝐷𝐸𝐹 será: 𝑆1 =  ∆𝐷𝐸𝐹  =
1

2
𝐷𝐸 · ℎ𝐹;   𝑆1 =  ∆𝐷𝐸𝐹  =

1

2
2 𝑎𝑏 ·

2𝑎𝑏

𝑎+𝑏
; 

 𝑺𝟏 =
𝟐𝒂𝒃  𝒂𝒃

𝒂 + 𝒃
. 

 

Para calcular el área del ∆𝐺𝐼𝐻, nos faltaría hallar la longitud del lado GI. Ahora bien, 𝐺𝐼 = 𝐿𝐿′ ′ . 

De la relación ∆𝐶𝐿𝑂1 ~ ∆𝐶𝐿′ ′𝑂 →
𝐶𝑂1

𝐶𝐿
=

𝐶𝐻

𝐶𝐿′ ′  

𝑎

 𝑎2 − 𝑥2
=

𝑏 − 𝑎

𝐶𝐿′ ′
→ 𝐶𝐿′′ =

𝑏 − 𝑎

𝑎
 𝑎2 − 𝑥2. 

 

Sustituyendo 𝑥 =
𝑎 𝑏−𝑎 

𝑎+𝑏
, obtenemos el valor 

de 𝐶𝐿′ ′ =
2(𝑏−𝑎)  𝑎𝑏

𝑎+𝑏
 

 
Por tanto, el valor de GI vendrá dado por: 
 

 𝐺𝐼 = 𝐿𝐿′ ′ = 𝐶𝐿 + 𝐶𝐿′ ′ =
2𝑏  𝑎𝑏

𝑎+𝑏
 

 

Por fin, el área del triángulo ∆𝐺𝐼𝐻 será: 

𝑆2 =  ∆𝐺𝐼𝐻  =
1

2
𝐺𝐼 · ℎ𝐹 

𝑆2 =  ∆𝐺𝐼𝐻  =
1

2

2𝑏  𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏

2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
;  

𝑺𝟐 =
𝟐𝒂𝒃𝟐 𝒂𝒃

 𝒂 + 𝒃 𝟐 
. 

 
En cuanto al valor de la longitud del segmento 𝐴𝑅, tenemos que de la relación: 
 

 ∆𝐶𝐿𝑂1 ~ ∆𝐴𝑅𝐵 →
𝐶𝑂1

𝐶𝐿
=

𝐴𝐵

𝐴𝑅
→ 𝐴𝑅 =

2 𝑎+𝑏  𝑎2−𝑥2

𝑎
. 

Sustituyendo 𝑥 =
𝑎 𝑏−𝑎 

𝑎+𝑏
, obtenemos el valor 

del segmento AR. 
 

𝑨𝑹 = 𝟒 𝒂𝒃. 
 
 
 
 


