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Propuesto por Juan José Isach Mayo, profesor de matematicas jubilado.

Problema 936.-

Dado el arbelos de la figura

donde A0 = a; 0,B = b. Calcula la superficie de los tridngulos ADEF, AGIH vy la longitud del
segmento AR en funciéon de a y b.

Isach, J.J. (2020): Comunicacion personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.
Cuestiones preliminares.

Sean D y E los puntos de interseccién de los segmentos AF y BF con las circunferencias
(04;a) y (0,; b) respectiva-
mente. Vamos a demostrar
qgue estos puntos son los de
contacto con la tangente
comun situada en el semipla-
no superior.

Por construccion, el cuadrila-
tero CDFE es un rectangulo.
Sus diagonales DE y CF se
cortan en el punto medio Q,
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por tanto, el triangulo QDC es

isésceles. También lo es AO;DC.

En esta situacion vamos a demostrar que el cuadrilatero QD0,C, que se compone con esos
dos tridangulos isdsceles, es ciclico y como el angulo en C es recto también lo sera su opuesto,



el angulo en D. En efecto <D = «0,;DC + «<CDQ = «DCO; + <QCD = «C = 90°. Y con esto
queda demostrada la cuestion.

Sea 0 el dngulo que forma la recta DE con el didmetro AB de (O; a + b). Es el dngulo en D del
triangulo rectangulo ADEL, donde DL = b + ay EL = b — a. Este es también el angulo de CF
con el radio OF como es facil ver.

Por el teorema de Pitagoras en ADEL, tenemos DE = v4ab = 2+ ab y esa es también la longi-
tud del segmento CF, altura sobre la hipotenusa del tridngulo rectangulo AFB. Ambos seg-
mentos tienen la misma longitud por ser las diagonales de un rectangulo.
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Ahora podemos calcular sen 8 = — vy cosf = .
b+a b+a

Area del trigngulo DEF

Con la conocida férmula de la base y la altura tendremos
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[DEF]=%-DE-F]=%-DE-FQC059=%-DE-CF-C059=2ab-

También podemos calcular el drea tomando DF y EF como base y altura del tridngulo. Para
calcular estos segmentos nos fijamos en los tridngulos rectangulos semejantes ADC y CEB. Si
llamamos ma, na a las longitudes de los catetos del primero, por la semejanza, los del segundo
sonmb y nb (con m? + n? = 4).

Los lados DF y EF son respectivamente iguales a los lados CE y CD, de longitudes mb y na.
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo DCE se tiene

(mb)? + (na)? = 4ab}
m?+n? =4

Resolviendo este sistema se obtienen

mz—4—ayn2=%dedondeDF=CE=mb=2b- /LayEF=CD=na=2a- b
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Ahora se tiene [DEF] = EDE -DF = " vab.

Area del trigngulo GIH

Si hacemos una simetria respecto de la recta AB, el tridngulo GIH se transforma en el triangu-
lo DJK (primera figura). Necesitamos conocer las longitudes de D] y JK para poder calcular su
area.

Segun el teorema del cateto aplicado al tridngulo DEF se tiene DF? = DE - D] de donde ob-

__ DF? _ 4ab® __ ., bVab _ _ _ ,avab
tenemos DJ =25 = bia 2vab = 2 P VYJE=DE—-D] =2 .
2

Aplicando el teorema de la altura se obtiene FJ?> = JE - D] = (%) = F] = % = JK y por

2
tanto[(;m]:§.D].1K:%.D].FJZDW.E=M

b+a b+a (b+a)?

Longitud de AR

. . . . AB
Los tridangulos DEL y ARB son semejantes; su razon de semejanza es L 2, por tanto

AR = 2DE = 4+ ab, y con esto concluimos.m



