
Problema 937.-  
 
1) Dado un triángulo 𝐴𝐵𝐶, se consideran el punto medio 𝑀 del segmento 𝐴𝐵 y su proyección ortogonal 𝐸 

sobre la recta 𝐵𝐶, tal como se muestra en 
la siguiente figura: 

 
Probar que: 

 𝐴𝐶 + 𝐶𝐸 = 3 · 𝐵𝐸 ⟺   ∡𝐴𝐶𝐵 = 2∡𝐶𝐵𝐴. 

 

 

 

 

2) Dado un triángulo 𝐴𝐵𝐶, se consideran los puntos medios 𝑀 𝑦 𝑁 de los segmentos 𝐴𝐵 y 𝐵𝐶, 
respectivamente, y sus respectivas proyecciones ortogonales 𝐸 𝑦 𝐹, sobre las rectas 𝐵𝐶 𝑦  𝐴𝐶, tal como 

se muestra en la siguiente figura: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Probar que: 

  
𝐴𝐶 + 𝐶𝐸 = 3 · 𝐵𝐸
𝐴𝐵 + 𝐵𝐹 = 3 · 𝐶𝐹

  ⟺ ∆𝐴𝐵𝐶 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 ℎ𝑒𝑝𝑡𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙. 
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Ejercicio 1.- 

⇒ Supongamos que  𝐴𝐶 + 𝐶𝐸 = 3 · 𝐵𝐸. 
 
Llamamos 𝑥 = 𝐵𝐸 → 𝐴𝐶 + 𝐶𝐸 = 3 · 𝐵𝐸 →  𝑏 + 𝑎 − 𝑥 = 3𝑥 →  𝑎 + 𝑏 = 4𝑥. 

En definitiva, 𝑥 = 𝐵𝐸 =
𝑎+𝑏

4
.  

Sea ℎ𝑎 = 𝐴𝐴′ , la altura correspondiente al vértice A. Por tanto, 𝐸𝐴′ =
𝑎+𝑏

4
 y 𝐴′𝐶 =

𝑎−𝑏

2
. 

Tenemos que 𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
𝑎+𝑏

2𝑐
→ 𝑠𝑒𝑛2 𝛼 = 1 −  

𝑎+𝑏

2𝑐
 

2
. 



Por otro lado, cos 𝛾 =
𝑎−𝑏

2𝑏
. 

Vamos a probar que cos 𝛾 = cos2 𝛼 − 𝑠𝑒𝑛2𝛼 y 
así, de esta forma, tendremos probado que 

𝛾 = 2𝛼. 
 
Para ello, bastará comprobar que: 
 

 
𝑎 + 𝑏

2𝑐
 

2

− 1 +  
𝑎 + 𝑏

2𝑐
 

2

=
𝑎 − 𝑏

2𝑏
 

 
Ahora bien, esto es equivalente a probar que: 
 

2  
𝑎 + 𝑏

2𝑐
 

2

−
𝑎 − 𝑏

2𝑏
= 1 

 
 𝑎 + 𝑏 2

2𝑐2
−

𝑎 − 𝑏

2𝑏
= 1 

 

Ahora bien, 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 · 𝑐𝑜𝑠𝛾 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 ·
𝑎−𝑏

2𝑏
= 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎 𝑎 − 𝑏 = 𝑏 𝑎 + 𝑏 . 

Por tanto,  
 𝑎 + 𝑏 2

2𝑏 𝑎 + 𝑏 
−

𝑎 − 𝑏

2𝑏
= 1 →

𝑎 + 𝑏

2𝑏
−

𝑎 − 𝑏

2𝑏
= 1,     𝑐𝑞𝑑     ∎ 

 

⟸ Supongamos que  ∡𝑨𝑪𝑩 = 𝟐∡𝑪𝑩𝑨. 
 

 
Por tanto, en el ∆𝐴𝐵𝐶, prolongamos sobre el lado 𝐵𝐶 = 𝑎, el lado 𝐴𝐶 = 𝑏. De este modo, 
construimos el nuevo triángulo isósceles ABD. Por los puntos medios 𝑀 𝑦 𝑀’ de los lados iguales 

𝐴𝐵 𝑦 𝐴𝐷, obtenemos que 𝑀𝑀′ = 𝐸𝐸′ = 4 · 𝐵𝐸 → 𝑎 + 𝑏 = 4 · 𝐵𝐸. 
 

En definitiva, se verifica que 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶 = 4 · 𝐵𝐸. 
 
Expresión esta última equivalente a: 
 

𝑨𝑪 + 𝑪𝑬 = 𝟑 · 𝑩𝑬.    𝑐𝑞𝑑         ∎ 
 

 
 
 



Ejercicio 2.- 

Aplicando el resultado del Ejercicio 1, tenemos que: 

 
𝐴𝐶 + 𝐶𝐸 = 3 · 𝐵𝐸
𝐴𝐵 + 𝐵𝐹 = 3 · 𝐶𝐹

  ⟺ (𝑬𝒋𝒆𝒓𝒄𝒊𝒄𝒊𝒐 𝟏) ⟺  
∡𝐴𝐶𝐵 = 2∡𝐶𝐵𝐴
∡𝐵𝐴𝐶 = 2∡𝐴𝐶𝐵

  ⟺ ∆𝐴𝐵𝐶 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 ℎ𝑒𝑝𝑡𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙. 

En efecto, si se verifica esta relación entre los ángulos del triángulo ∆𝐴𝐵𝐶, entonces 

∡𝐴 = 2∡𝐶 = 4∡𝐵 → 

 
 
 

 
 ∡𝐴 =

4𝜋

7

∡𝐵 =
𝜋

7

∡𝐶 =
2𝜋

7

  lo que significa que, en efecto,  

∆𝐴𝐵𝐶 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 ℎ𝑒𝑝𝑡𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙.  

 

 

 


