TRIANGULOS CABRI

Problema 939. (propuesto por Ercole Suppa) Dado un cuadrado ABUV, se consideran el punto medio C del
segmento UV y los puntos D, E y F de tangencia entre el incirculo mixtilinear correspondiente al vértice A
del tridngulo ABC 'y el circuncirculo de dicho triangulo y las rectas AC y AB, respectivamente, tal como se
muestra en la siguiente figura:
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Probar que:
® CD1DF
@ AADF=AFDB
® (DC,DF,DA,DB) es una cuaterna armonica de rectas.

@ DF2=DC?+DB?-DC-DB

I R
© DA TDB=DC
DA _AE _ AC _
©® BC=EC=AE ¢
Solucién:

Por razones de proporcionalidad, podemos suponer que UC =1, por lo que:

aZE Spa=2
bZE = SB=2
c=2 Sc=3

Ademas, considerando coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC, como la recta que pasa por el
incentro del tridngulo ABC y es perpendicular a la bisectriz interior (y, por tanto, paralela a la bisectriz
exterior) correspondiente al vértice A:

G+/5)x-(1+/5)y-2/5z=0
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corta a los lados AB y AC en sus puntos de tangencia con el incirculo mixtilinear, entonces, las coordenadas
de dichos puntos son:

E=(2/5 :0:5+.5)
F=(1+5 :5+/5 :0)

Por otro lado, como la ecuacion del incirculo mixtilinear es de la forma:
Byz + 5Xz + 4xy — (Ux + vy + wz)(x +y +2) = 0 (u,v,w € R)

imponiendo que pase por los puntos E y F y seatangente a larecta AC enel punto E (oalarecta AB enel
punto F, daigual), obtenemos que:

20
1+/5)°

R S
1+/5)°

o 5G5 —1)°
(1+5)?

por lo que la ecuacion de esta circunferencia es:
(1+ V5 )*(5yz + 5xz + 4xy) — [20x + 4y + 5(J5 —1)%z](x+y+2) =0
siendo su interseccion con la circunferencia circunscrita al triangulo ABC:
4yz +5xz+5xy =0

elpunto D=(-/5 :5:1+,/5). Una vez aclarado todo esto:

® Como:
{CDﬁ(ﬁ :-5:5-5)
DF,=(4+3/5 :-/5 :-4-2/5)
entonces:
CD,, - DF, =2/5(4+3/5)+2(-5)(-/5)+3(5- /5 )(-4-2/5)=0
por lo que:
CD L DF

@ Como:

DA=0=(1+/5)y-/5z
DF=0=(5+3/5)x-(3+/5)y+5(1+5)z
DB=0=(1+.5)x+.5z2
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si llamamos S al doble del area del tridngulo ABC, entonces:

2(8+6,/5)(-6-/5)+2(-2/5)5+3(1+ /5 )(-8-4/5) __g
1 1 1
5+3/5 -(3+/5) 5(1+.5)
0 1+./5 -5
2/5(8+6J5)+2(-2/5)+3(1+./5)8+4/5) _
1 1 1 -
1+./5 0 J5
5+3/5 -3+J5) 5(1+5)

Scot(A. ADF) =

Scot(AFDB) = -8

por lo que:
cot(A ADF) = cot(A FDB)
y, por tanto:
A ADF = A FDB

® Sillamamos J al punto de interseccién entre las rectas CD y AB, como:

DC=,/5x+y=0
entonces, J=(-1: /5 :0), por lo que:
AF2=5(3—2/§)
BF? = 3_2«/§ (%)2 - 7+2£ AJ BJ
Ay 5@+/6) 7 ﬁ)2=7+3\/§ = 4E=—p= > FAB)=-1
2 BF 2
BJ2=3+2‘/§

y, por tanto, (DC, DF, DA,DB) = (DJ, DF, DA, DB) es una cuaterna arménica de rectas.

@ Como:
DE2 = 26+.5)
- 3
- 6
5+ /5
2 _
DB? = 6
entonces:

DF2-DC?-DB%2+DC-DB =

26+./5) 56-./5) 5+J5 5(6-/5)5+/5)
3 6 6 ° 6 =0
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por lo que:

® Como:

entonces:

por lo que:

® Como:

entonces:

TRIANGULOS CABRI

DF?=DC?+DB?-DC-DB

DA2:5(5+T\/§)

AE2 — 5(3 _2\/5)
EC? =
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