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Solución del director 

1) La construcción de ABC siendo BC=1, es AB=AC=
1+√5

2
 

 



 

Así, construiremos los segmentos que se estudian en el problema. 

Par ello, primero veamos el valor de la altura del vértice A.  

ℎ = 𝐴𝑀𝑎 = √(
1 + √5

2
)2 − (

1

2
)2 = √5 + 2√5

4
 

Este valor lo tomaremos a partir de ahora como h, sí más. 

El punto D es el punto de tangencia de la exinscrita al vértice B, con AD=
1

2
, CD=

√5

2
 

D1  es el pie de D en BC. Es  
𝐶𝐷

𝐶𝐴
=

𝐷𝐷1

𝐴𝑀𝑎
→ 𝐷𝐷1 =

√5

2

1+√5

2

ℎ =
√5

1+√5
ℎ 

𝐷1𝐶

𝐷1𝐷
=

𝑀𝑎𝐶

𝐴𝑀𝑎
→ 𝐷1𝐶 =

1
2

√5

1 + √5
ℎ

ℎ
=

√5

2 + 2√5
 

Tenemos: 

𝑁 𝑀𝑎

𝐷𝐷1
=

𝐵𝑀𝑎

𝐵𝐷1
→ 𝑁𝑀𝑎 =

1
2

√5

1 + √5
ℎ

1 −
√5

2 + 2√5

=
√5(2 + 2√5)

2(2 + √5)(1 + √5)
ℎ =

√5

2 + √5
ℎ 



 

Luego es 𝐴𝑁 = ℎ − 𝑁𝑀𝑎 =
2

2+√5
ℎ  

Estudiemos AI. 

El inradio es 𝐼𝑀𝑎 (1 + (
1+√5

2
) + (

1+√5

2
)) = ℎ1 → 𝐼𝑀𝑎=

1

2+√5
ℎ 

Luego AI=h-𝐴𝐼 = ℎ − 𝐼𝑀𝑎=
1+√5

2+√5
ℎ → 𝑁𝐼 = 𝐴𝐼 − 𝐴𝑁 =

√5−1

2+√5
ℎ 

Así la primera expresión es : 

 

𝐴𝑁

𝑁𝐼
=

2

2 + √5
ℎ 

√5 − 1

2 + √5
ℎ

=
2

√5 − 1
=

√5 + 1

2
= 𝜙 

 

2) S es el punto de Spieker, es el incentro del triángulo medial. 

3)  

Sea M’ el punto medio de Mb Mc. SM’ es el inradio que tiene de valor la mitad del inradio de 

ABC, por ser ambos triángulos semejantes de razón ½ . 

SM’= 
1

2(2+√5)
ℎ. 

 AM’ es la altura del triángulo AMcMb  , que mide h/2 por 

ser semejantes de razón ½ 

Así, AS= AM’+ M’S=  
ℎ

2
+

1

2(2+√5)
ℎ =

3+√5

2(2+√5)
ℎ. 



Así, es 
𝐴𝑆

𝐴𝐼
=

3+√5

2(2+√5)
ℎ

1+√5

2+√5
ℎ

=
3+√5

2+2√5
=

(3+√5)(2−2√5)

(2+2√5)(2−2√5)
=

−4−4√5

−16
=

1+√5

4
=

𝜙

2
 

3) El punto simediano de un triángulo ABC puede ser construido de la manera siguiente: 

sean las líneas tangentes de la circunferencia circunscrita de ABC a través de B y C que 

se cortan en A', y análogamente, se definen B' y C'; entonces A'B'C' es el triángulo 

tangencial de ABC, y las líneas AA', BB' y CC' se cruzan en el punto simediano de ABC.5 

Se puede demostrar que estas tres líneas se cortan en un punto utilizando el teorema 

de Brianchon. La línea AA' es una simediana, lo que puede verse al dibujar el círculo 

con centro en A' que pasa a través de B y C. 

https://es.wikipedia.org/wiki/Punto_de_Lemoine 

 

 

https://es.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A1ngulo_tangencial
https://es.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A1ngulo_tangencial
https://es.wikipedia.org/wiki/Punto_de_Lemoine#cite_note-5
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Brianchon
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Brianchon
https://es.wikipedia.org/wiki/Punto_de_Lemoine


https://personal.us.es/rbarroso/rbarroso/trianguloscabri/sol/sol207dam.pdf

 

 



A partir de ahí, tenemos que 

 

AA’C es tal que ∠𝐶𝐴𝐴′ = 90 − 
∠𝐵𝐴𝐶

2
= 72º = ∠𝐴′𝐶𝐴, luego ABC~A’AC 

Así 
𝐴𝐵

𝐵𝐶
=

𝐴′𝐴

𝐴𝐶
→ 𝐴𝐴′ =

(1+√5)

2

(1+√5

2

1
=

6+2√5

4
 

Así al ser BTMa~A’TA, es 
𝐴𝑇

𝑇𝑀𝑎
=

𝐴𝐴′

𝐵𝑀𝑎
→

𝐴𝑇

ℎ−𝐴𝑇
=

6+2√5

4
1

2

→ 𝐴𝑇 =
3+√5

4+√5
ℎ 

Teníamos que AN=
2

2+√5
ℎ 

Luego NT=  
3+√5

4+√5
ℎ −

2

2+√5
ℎ =

3+3√5

13+6√5
ℎ 

Por ello,  

𝐴𝑁

𝑁𝑇
=

2

2 + √5
ℎ

3 + 3√5

13 + 6√5
ℎ

=
2

3

13 + 6√5

7 + 3√5
=

2

3
 
91 − 39√5 + 42√5 − 90

49 − 45
=

2

3
 
1 + 3√5

4
=

1 + 3√5

6

= 𝜙 −
1

3
 

 

4)En 1) Obtuvimos    𝐴𝑁 =
2

2+√5
ℎ 



 

Estudiemos AH. Es 𝐶𝑍 =
1

2
. Si Z1 es el pie de Z en BC, tenemos que 

𝐶𝑍

𝑍𝑍1
=

𝐶𝐴

𝑀𝑎𝐴
→ 𝑍𝑍1 =

1
2 ℎ

1 + √5
2

=
1

1 + √5
ℎ,

𝐶𝑍1

𝐶𝑍
=

𝐶𝑀𝑎

𝐶𝐴
→ 𝐶𝑍1 =

1
2 

1
2

1 + √5
2

=
1

2(1 + √5)
 

𝐴𝑠í, 𝐵𝑍1 = 1 −
1

2(1 + √5)
=

1 + 2√5

2(1 + √5
 

𝑃𝑜𝑟 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑙𝑙𝑜, 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 ∶  
𝐻𝑀𝑎

𝐵𝑀𝑎
=

𝑍𝑍1

𝐵𝑍1
→ 𝐻𝑀𝑎 =

1
2

1

1 + √5
ℎ

1 + 2√5

2(1 + √5

=
1

1 + 2√5
ℎ 

Luego AH =AMa -HMa=  ℎ −
1

1+2√5
ℎ =

2√5

1+2√5
ℎ  

Y también que NH=AH-AN= 
2√5

1+2√5
ℎ −

2

2+√5
ℎ =

4√5+10−2−4√5

2+√5+4√5+10
ℎ =

8

12+5√5
ℎ 

Por todo ello, tenemos: 

𝐴𝑁

𝑁𝐻
=

2

2 + √5
ℎ

8

12 + 5√5
ℎ

=
12 + 5√5

8 + 4√5
=

96 − 48√5 + 40√5 − 100

64 − 80
=

−4 − 8√5

−16
=

√5

2
+

1

2
−

1

4

= 𝜙 −
1

4
 

 

 

 



 

 

  

5) Tuvimos en 1)  𝐴𝐼 =
1+√5

2+√5
ℎ , 𝐴𝑁 =

2

2+√5
ℎ 

Luego 𝑁𝐼 = 𝐴𝐼 − 𝐴𝑁 =
√5−1

2+√5
ℎ  

Asi, es 
𝐴𝐼

𝑁𝐼
=

1+√5

√5−1
=

3+√5

2
= 𝜙 + 1 

 

6) En 2) tuvimos SM’= 
1

2(2+√5)
ℎ 

 

 

Luego SMa =
ℎ

2
−

1

2(2+√5)
ℎ =

1+√5

2(2+√5)
ℎ 

En 2), AS=
3+√5

2(2+√5)
ℎ, y en 1), 𝐴𝐼 =

1+√5

2+√5
ℎ 

De donde 𝑆𝐼 =
1+√5

2+√5
ℎ −

3+√5

2(2+√5)
ℎ =

√5−1

2(2+√5)
ℎ  

Y, por ello,  

𝑆𝑀𝑎

𝑆𝐼
=

1 + √5

√5 − 1
=

1 + 5 + 2√5

5 − 1
=

3 + √5

4
= 𝜙 + 1 



 

 

 

7) 𝑀𝑐𝑀𝑏 =
1

2
 

CZ=BW=MaL=Ma𝐾 =
1

2
 ,  

 

Al ser el ttiángulo MaLK semejante al ABC, tenemos: 

 

𝐿𝐾

𝐵𝐶
=

𝑀𝑎𝐿

𝐶𝐴
→ 𝐿𝐾 =

1
2  1

1 + √5
2

=
1

1 + √5
 



De donde se tiene lo pedido:
𝑀𝑏𝑀𝑐

𝐿𝐾
=

1

2
1

1+√5

=
1+√5

2
. 
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