
Del 16 de Marzo al 30 de abril de 2020 

Propuesto por Juan José Isach Mayo, profesor de Matemáticas (jubilado). 

Problema 940.-  

 
Isach, J.J. (2020): Comunicación personal. 

Solución de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matemáticas jubilado, de Salamanca. 

Tomamos para Δ𝐴𝐵𝐶 el lado 𝑎 = 𝐵𝐶 = 1 y 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 =
ଵା√ହ

ଶ
= 𝜙; a partir de esto se tiene  

𝑠 − 𝑏 =
ଵ

ଶ
; 𝑠 − 𝑎 = 𝜙 −

ଵ

ଶ
  y  𝑠 = 𝜙 +

ଵ

ଶ
.  

Si 𝑀 = (1 − 2𝑚, 𝑚, 𝑚) es un punto de la bisectriz de 𝐴 (de longitud ℎ) y 𝐺 =
ଵ

ଷ
(1,1,1) es el 

baricentro, tenemos 𝐴𝐺 =
ଵ

ଷ
(−2,1,1) de longitud ଶ

ଷ
ℎ, por tanto |(−2,1,1)| = 2ℎ es y de ello el 

módulo del vector 𝐴𝑀 = 𝑚(−2,1,1) es |𝐴𝑀| = 2ℎ · 𝑚.  

Si 𝑃 y 𝑄 son otros dos puntos de la bisectriz, la longitud de 𝑃𝑄 es la diferencia de las longitu-
des de 𝐴𝑃 y 𝐴𝑄, esto es, |𝑃𝑄| = |𝐴𝑄| − |𝐴𝑃| = (𝑞 − 𝑝) · 2ℎ.  

Con esto tenemos (𝑏 = 𝑐):  

𝑁 = (𝑠 − 𝑎: 𝑠 − 𝑏: 𝑠 − 𝑏)  ⇒ 𝐴𝑁 =
௦ି௕

௦
· 2ℎ;  

𝑆 = (𝑏 + 𝑐: 𝑐 + 𝑎: 𝑎 + 𝑏) = (2𝑏: 𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 𝑏) ⇒ 𝐴𝑆 =
௔ା௕

ସ௦
· 2ℎ. 

𝐼 = (𝑎: 𝑏: 𝑐) ⇒ 𝐴𝐼 =
𝑏

2𝑠
· 2ℎ; 𝑇 = (𝑎ଶ: 𝑏ଶ: 𝑐ଶ) ⇒ 𝐴𝑇 =

𝑏ଶ

2𝑏ଶ + 𝑎ଶ
· 2ℎ 

𝐻 = ൬
1

𝑠 − 𝑎
:

1

𝑠 − 𝑏
:

1

𝑠 − 𝑏
൰ = ൬

2

2𝜙 − 1
: 2: 2൰ = (1: 2𝜙 − 1: 2𝜙 − 1) ⇒ 𝐴𝐻 =

2𝜙 − 1

4𝜙 − 1
· 2ℎ 

A partir de aquí 

 𝑁𝐼 = ቀ
௕

ଶ௦
−

௦ି௕

௦
ቁ · 2ℎ =

௕ି௔

ଶ௦
· 2ℎ ⇒

𝑨𝑵

𝑵𝑰
=

𝟐(𝒔ି𝒃)

𝒃ି𝒂
=

𝟏

𝝓ି𝟏
= 𝝓 



 𝑨𝑺

𝑨𝑰
=

𝒂ା𝒃

𝟐𝒃
=

𝟏ା𝝓

𝟐𝝓
=

𝝓𝟐

𝟐𝝓
=

𝝓

𝟐
 

 ே்

஺ே
=

஺்

஺ே
− 1;  ஺்

஺ே
=

௕మ

ଶ௕మା௔మ ·
௦

௦ି௕
=

థమ(ଶథାଵ)

ଶథమାଵ
=

(థାଵ)(ଶథାଵ)

ଶథାଷ
= 1 +

ଷథ

ଶథାଷ
⇒ 

𝑨𝑵

𝑵𝑻
=

𝟐𝝓 + 𝟑

𝟑𝝓
=

𝟐

𝟑
+

𝟏

𝝓
=

𝟐

𝟑
+ 𝝓 − 𝟏 = 𝝓 −

𝟏

𝟑
 

   

 ேு

஺ே
=

஺ு

஺ே
− 1;  ஺ு

஺ே
=

ଶథିଵ

ସథିଵ
·

௦

௦ି௕
=

(ଶథିଵ)(ଶథାଵ)

ସథିଵ
=

ସథమିଵ

ସథିଵ
=

ସథାଷ

ସథିଵ
= 1 +

ସ

ସథିଵ
⇒ 

ேு

஺ே
=

ସ

ସథିଵ
     y por último      𝑨𝑵

𝑨𝑯
= 𝝓 −

𝟏

𝟒
 

 ேூ

஺ூ
=

஺ூି஺

஺ூ
= 1 −

஺ே

஺ூ
= 1 −

௦ି௕

௕/ଶ
= 1 −

ଵ

థ
=

ଵ

థమ ⇒
𝑨𝑰

𝑵𝑰
= 𝝓𝟐 = 𝝓 + 𝟏   

 

 𝑆𝑀௔ = 𝐴𝑀௔ − 𝐴𝑆 = ቀ1 −
௔ା௕

ସ௦
ቁ · 2ℎ =

௕

ସ௦
· 2ℎ 

𝑆𝐼 = 𝐴𝐼 − 𝐴𝑆 = ൬
𝑏

2𝑠
−

𝑎 + 𝑏

4𝑠
൰ · 2ℎ =

𝑏 − 𝑎

4𝑠
· 2ℎ 

𝑺𝑴𝒂

𝑺𝑰
=

𝒃

𝒃 − 𝒂
=

𝝓

𝝓 − 𝟏
= 𝝓 + 𝟏 

 Vamos a probar que 𝐿𝐾 =
ଵ

ଶథ
 y como 𝑀௕𝑀௖ =

௔

ଶ
=

ଵ

ଶ
 concluiremos. 

Por semejanza de los triángulos  𝑀௖𝑊𝐿 y 𝑀௖𝐵𝑀௔ por una parte y de 𝐴𝑊𝑍 y 𝐴𝐵𝐶 por otra 
se tienen estas dos relaciones: 



𝑀௖𝑊

𝑀௖𝐵
=

(𝑏 − 𝑎)/2

𝑏/2
=

𝑊𝐿

𝐵𝑀௔
⇒ 𝑊𝐿 =

𝑏 − 𝑎

𝑏
·

𝑎

2
= 𝐾𝑍 

𝑊𝑍

𝑎
=

𝐴𝑊

𝑏
=

𝐴𝑍

𝐴𝐶
=

𝑏 − 𝑎/2

𝑏
⇒ 𝑊𝑍 =

𝑎(2𝑏 − 𝑎)

2𝑏
  

Se ha tenido en cuenta que 𝐴𝑊 = 𝑠 − 𝑎 = 𝑏 −
௔

ଶ
; 𝐴𝑀௖ =

௕

ଶ
  y por tanto 𝑊𝐵 =

௔

ଶ
. 

𝐿𝐾 = 𝑊𝑍 − 2𝑊𝐿 =
𝑎(2𝑏 − 𝑎)

2𝑏
−

2𝑎(𝑏 − 𝑎)

2𝑏
=

𝑎ଶ

2𝑏
 

𝑴𝒃𝑴𝒄

𝑳𝑲
=

𝒂/𝟐

𝒂𝟐/𝟐𝒃
=

𝒃

𝒂
= 𝝓 

∎ 

 

 

 

 

 

 

 


