
Del 16 de Marzo al 30 de abril de 2020 

Propuesto por Miguel-Ángel Pérez García-Ortega, profesor de Matemáticas en el IES "Bartolomé-José Gallardo" de Campanario (Badajoz), a 
partir de un problema de Ercole Suppa publicado en Perú Geométrico con su permiso (Agradezco a Ercole su predisposición). 

Problema 941.-  

 
Pérez García, M.A. (2020): Comunicación personal. 

Solución de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matemáticas jubilado, de Salamanca. 

Vamos a calcular la longitud del segmento 𝑄𝑆௣.  

Tomando coordenadas baricéntricas referidas al triángulo 𝐴𝐵𝐶 y con 𝑆஺ =
ି௔మା௕మା௖మ

ଶ
, y expre-

siones análogas para 𝑆஻, 𝑆஼, 𝑆஻ + 𝑆஼ = 𝑎ଶ; 𝑆஺ + 𝑆஼ = 𝑏ଶ;  𝑆஻ + 𝑆஺ = 𝑐ଶ tenemos para estos 
puntos 𝑆௣ = (𝑏 + 𝑐: 𝑐 + 𝑎: 𝑎 + 𝑏) y 𝑄 = (0: 𝑆஼ ∶ 𝑆஻). 

Se tiene  𝑄𝑆௣
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ଶ௔మ ቁ = (𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) 

Para el vector (𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) se tiene |(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴)|ଶ = 𝑥଴
ଶ · 𝑆஺ + 𝑦଴

ଶ · 𝑆஻ + 𝑧଴
ଶ · 𝑆஼  

𝑄𝑆௣
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  es de la forma (𝑚 + 𝑛, −𝑚 − 𝑝, −𝑛 + 𝑝), donde 𝑚 =

௕

ସ௦
; 𝑛 =

௖

ସ௦
 y 𝑝 =

௕మି௖మ

ଶ௔మ . 
Por tanto, podemos poner para el cuadrado de su longitud 

(𝑚 +  𝑛)ଶ(𝑏ଶ −  𝑆𝐶) +  (𝑚 +  𝑝)ଶ(𝑎ଶ − 𝑆𝐶) +  (𝑛 − 𝑝)ଶ 𝑆𝐶  = 



𝑎ଶ (𝑚 +  𝑝)ଶ + 𝑏ଶ (𝑚 +  𝑛)ଶ −  2𝑆𝐶(𝑚 +  𝑛)(𝑚 +  𝑝) 

Y ahora sustituyendo 2𝑆𝐶 = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ, 𝑚 =
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; 𝑛 =
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Desarrollando y simplificando queda finalmente 

𝑸𝑺𝒑
𝟐 =

𝟏

𝟖𝒂𝒔
(−𝒂𝟐𝒃𝒄 + 𝒂(𝒃𝟑 + 𝒄𝟑) + (𝒃𝟐 − 𝒄𝟐)𝟐) 

Y este valor ha de ser igual a ௖
మ

ସ
  por tanto se ha de verificar la ecuación 

−𝑎ଶ𝑏𝑐 + 𝑎(𝑏ଷ + 𝑐ଷ) + (𝑏ଶ − 𝑐ଶ)ଶ − 𝑎(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑐ଶ = 0 

Esa expresión factoriza de la siguiente manera 

𝑎ଶ𝑏𝑐 − 𝑎(𝑏ଷ + 𝑐ଷ) − (𝑏ଶ − 𝑐ଶ)ଶ + 𝑎(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑐ଶ =  (𝑏 +  𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑎𝑐 – 𝑏ଶ + 𝑐ଶ) 

𝑸𝑺𝒑
𝟐 −

𝒄𝟐

𝟒
=

(𝒔 − 𝒄)(𝒃 + 𝒄)(𝒂𝒄 – 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)

𝟒𝒂𝒔
 

Por tanto, la longitud de 𝑄𝑆௣  es ௖
ଶ
 si y sólo si 𝑎𝑐 – 𝑏ଶ + 𝑐ଶ = 0. 

1) Sea 𝐴’𝐵’𝐶’  el triángulo medial. Sus 
bisectrices, paralelas a las de 𝐴𝐵𝐶 
definen el punto 𝑆௣.  

El segmento  𝐴′𝑆௣ =
஺ூ

ଶ
 como es fácil 

ver en la figura; se tienen  ∢𝑆௣𝐴ᇱ𝑄 =

𝜃 =
ఈ

ଶ
+ 𝛾 y  𝐴’𝑄 =

௔

ଶ
− 𝑐 · cos 𝛽 

 También podemos calcular 𝐵’𝑄 por el 
teorema del coseno aplicado al trián-
gulo 𝐴𝐵’𝑄: tenemos ℎ஺ = 𝑏 · sen 𝛾 y 

𝐴𝐵’ =
௕

ଶ
.  

𝐵′𝑄ଶ = ℎ஺
ଶ +

𝑏ଶ

4
− 𝑏 · ℎ஺ · sen 𝛾 =

𝑏ଶ

4
⇒ 𝐵ᇱ𝑄 =

𝑏

2
 

Esto nos indica que 𝐵’𝑄𝐴 es un triángulo isósceles y por tanto también el 𝐶𝐵’𝑄. Aquí podemos 
calcular el valor del lado 𝐴’𝑄 

𝐴ᇱ𝑄 =
𝑎
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−

𝑎ଶ − 𝑏ଶ + 𝑐ଶ

2𝑎
=
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(⟸)Si 𝛽 = 2𝛾, entonces Δ𝐵’𝐴’𝑄 es isósceles y 𝐴’𝐵’ = 𝐴’𝑄 =
௖

ଶ
.  Por ser 𝑆௣ el incentro del 

triángulo medial el ∢ 𝑆௣𝐵’𝐴’ =
ఉ

ଶ
= 𝛾 = ∢ 𝑄𝐵’𝐴’ . 𝑺𝒑  está alineado con 𝑩’ y 𝑸. El ángulo 

∢𝑆௣𝐴ᇱ𝑄 =
ఈ

ଶ
+ 𝛾 = 90 −

ఊ

ଶ
 y entonces también 𝐴′𝑆௣𝑄 es isósceles, (siendo el ángulo en 𝑄 el 

desigual) y por tanto 𝑆௣𝑄 =
௖

ଶ
 como se pretendía demostrar.  



 

(⟹) Si 𝑆௣𝑄 =
௖

ଶ
 según hemos visto antes, 𝑎𝑐 – 𝑏ଶ + 𝑐ଶ = 0, de donde 𝑐 =

௕మି௖మ

௔
= 2𝐴′𝑄. El 

triángulo ∆𝐵’𝐴’𝑄 es isósceles  por ello ∢𝐵ᇱ 𝑄𝐴′ = 𝛾 = ∢𝑄𝐵ᇱ𝐴′ = 𝛽 − 𝛾 como queríamos con-
cluir. 

2) Es consecuencia de 1) que nos lleva a demostrar que el ángulo 𝛼 es el doble del 𝛽 y en con-
secuencia el triángulos ABC es heptagonal.∎ 


