TRIANGULOS CABRI

Problema 942. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un segmento BC, determinar el
lugar geométrico que describe el punto A para que el area del triangulo circunceviano del punto simediano K
del triangulo ABC coincida con el area de dicho triangulo.

Solucion:

Si A es uno de estos puntos, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo ABC, como:

AK =0=c?y-b?z
K=(@?:b?:c?)=>1 BK=0=c*x-a%
CK=0=b2x-a%
y la ecuacion de su circunferencia circunscrita es:

c2xy +b?xz+a?yz=0

resolviendo los correspondientes sistemas de ecuaciones, podemos obtener las coordenadas de los vértices del
triangulo circunceviano del punto K:

U= (-a%:2b?:2c?)
V=(2a2:-b?:2c?)
W = (2a?%: 2b?% : —c?)

Ademas, como:

—-a? 2b? 2c¢?
2a? —b? 2c?
(UVW) 2a% 2b% —c?
(ABC) - (a2 +2b2 +2c2)(2a2 — b2 + 2¢2)(2a2 + 2b2 — c2)
27a%b?c?

~ (~a2+2b2 + 2c2)(2a2 — b2 + 2c2)(2a2 + 2b2 — c2)

entonces, si el area del triangulo circunceviano del punto simediano K del triangulo ABC coincide con el area
del triangulo ABC, resulta que:

—2a’+b%+c?=0

o
~(Uvw) . 2(-2a%+b?+c?)(a? - 2b% +c?)(a? +b? - 2c?) 2 _oh?4 2
0="(aBC) ~1~ (Caz+ 207+ 202)(2a2 _b2 4 2c2)(2a2 + 207 —c2) | 2 _2b6+c =0

a?+h?-2c2=0

Finalmente, considerando el sistema de referencia cartesiano de ejes rectangulares con origen en el punto medio
M del segmento BC Yy eje de abscisas en la recta BC y tomando como unidad de medida la semilongitud del
segmento BC, si A=(x,y) (y+0), como:

a=BC=2
{gj&’lo())) L1 b=AC= [(x-1)7+y?
T c=AB=[(x+1)*+y?
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entonces:

(x+3)°+y2=12
0
x?+y?=3
0
(x—3)°+y2=12

por lo que el lugar geométrico pedido esta formado por la union de la circunferencia con centro en el punto C’
simétrico del punto C y respecto al punto B y radio /3 BC, la circunferencia con centro en el punto medio

M del segmento BC vy radio QBC y la circunferencia con centro en el punto B’ simétrico del punto B y
respecto al punto C y radio /3 BC.
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