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Problema 946. En un tridgngulo ABC se ubica el punto @ en AC y el punto P en AB.
La recta que pasa por los puntos medios N y M de CB y PQ, respectivamente, interseca al
segmento que une al vértice A con el punto de interseccién de las diagonales del cuadrilatero
CQPB en O, entonces la razén de las dreas de las regiones que determina PQ en el tridngulo
son entre si como la razén de longitudes que determina PQ en ON.

[QAP]  a

[CQPB] b

Para abordar este problema haremos uso de algunos resultados previos que nos permitiran
darle una solucién puramente sintética al problema, primero usaremos la generalizacién del
siguiente resultado:




Teorema 1 Crossed Ladders [1] Sean los puntos A-I-G-J-H-C en ese orden y ubicados en
una linea recta, B es un punto exterior a la recta AC, E' es un punto de AB, D es un punto de
BC'y ADNCE = {F}, bajo la condicién que EI || BG || F'J || DH, se cumple:

1 1 1 1

ZI DH _BG T FJ

B

B Prueba

A ABG (BG | ET):
EB BG-EI

BA BG

A ADH (DH || FJ):
AD DH

DF DH—FJ

A EIC (EI || FJ):
FC FJ

CE EI
A AEF (T.Menelao):
EB AD FC
BA DF CE
Reemplazando en esta tltima expresién, los resultados antes obtenidos, tendremos:
BG — EI DH rJ
BG DH—-FJ EI

1

1

Operando, se obtiene:

BG-DH-FJ—-FEI-DH-FJ=BG-DH-EI—-BG-FJ-FEI
BG-FJ(DH + EI)=DH -EI(BG+ FJ)
De donde dinalmente se deduce:
1 1 1 1

EI DH BG FJ



Teorema 2 Milton Donaire [2] El drea de una regién cuadrangular es igual al producto
de la longitud de uno de sus lados con las distancias a él desde los vértices opuestos, y todo
esto dividido entre el doble de la distancia del punto de intersecciéon de las diagonales hacia el
mismo lado.

B Prueba

[ABCD] m  h,

[ACD] n h
Pero es bastante conocido que:
[ADC] = (b- ha)/2

Reemplazando el resultado anteriormente obtenido:

b hahy
[ABCD] = S(=

)

Teorema 3 Recta de Newton [3, pag. 198] En todo cuadrildtero completo los puntos medios
de sus diagonales estan alineados.

El teorema anterior que define a la recta de Newton, es bastante conocido, por ello no ex-
pondremos acd su demostracién. A continuacién trabajaremos ya en la solucién del problema.



Solucién al problema 946

A

Como m y n son bases medias de trapecios en la figura, entonces se tiene que m = (r+s)/2
yn=(p+q)/2, de alli es facil conseguir:
a m-n_r+s—(p+q)

b n p+q
Ademas del segundo teorema tenemos que:

cqpB] = 221

Ahora ya podemos conseguir el area de la regiéon QAP:

(QAP) = [ABO) ~ [0QPB) = P (r) - B (V) - BF (1=

Ahora le damos forma a lo pedido:

[QAP]  rs—pq

[CQPB] pq

Ahora hagamos uso del primer teorema:

1 1 1 1
-4+ -== _
P q r S
de alli:
7“3_7“—1—5
pq  p+q

de donde podemos obtener

[QAP] rs—pg _r+s—(pt+q _a

[CQPB] pq p+q b
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