TRIANGULOS CABRI

Problema 1000. (propuesto por Thanos Kalogerakis) En la siguiente figura, 4B < min{4C,BC}, el punto O
es el circuncentro del triangulo ABC vy el punto P es el punto de tangencia entre la recta AB y la

circunferencia centrada en O:

Probar que:

(PBD) +(PJA) = (PDJ) + (CFE)

Solucion:

Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC, como:

0 =(a2S4: Sy : c*S¢) Y _Sc
{P:(l:l:o) = 0P =75 sc;ﬁ#wop_ 28

entonces, la ecuacion de la circunferencia con centro en el punto O yradio OM es:

4(c*xy+b*xz+a’xy) —c*x+y+ 2> =0

siendo sus puntos de interseccion con las rectas BC 'y CA:

D=(O:a+m:a—m)
E=(O:a—mza+m)
F=(b+m:0:b—m)
J:(b—W:O:b+W)
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por lo que:
1 1 0 1 1 0
0 1 0 b—Jb*—c* 0 b+ b>-¢?
(PBD) + (PJA) 0 a+ya®—c* a-Ja*-c? 1 0 0
(4BC) 4a * 4b
_a—-Ja*-c* b+ b*-¢’
=T 4a T @
B 2ab—bya?-c? +aJb?-c?
N 4ab
1 1 0 0 0 1
0 a+\/az—c2 a—\/az—c2 b+ b2 -c? 0 b—br—c?
(PDJ) + (CFE) b—Jb?-c? 0 b+ b*-c? 0 a-Ja*-c? a+Ja*-c2
(4BC) 8ab * 4ab
ab+ Ja?—c? b2 —c? (a—,/az—cz )(b+ ./bz—cz)
- 4ab + 4ab
B 2al7—b1/az—c2 +a\/b2—c2
- 4ab
y, por tanto:

(PBD) +(PJA) = (PDJ) + (CFE)
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Problema 1001. (propuesto por César Beade Franco) Dado un triangulo, determinar los puntos cuyas distancias
a cada lado son:

@ Proporcionales a la longitud del mismo.
@ Inversamente proporcionales a la longitud del mismo.
Solucion:

Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC, si P=(u:v:w)u+v+w>0),
entonces, su tridngulo pedal es:

D=:uSc+a* :uSz+a*w)
E=0Sc+b%*u:0:vS,+b*w)

F=WSg+c*u:wSs+c*v:0)

por lo que los cuadrados de las distancias del punto P a cada uno de los lados del triangulo ABC son:

2@
dZ(P,BC)ZPDZZ%
w+v+w)a?

2@

d*(P,CA) = PE? = —Y5
(u+v+w)h?

2Q2
dz(P,AB)ZPFzz%
(w+v+w)e?

@® Para que el punto P verifique la condicion impuesta en el enunciado debe ocurrir que:

d(P,BC) _ d(P,C4) _ d(P,4B)
a - b - c

o lo que es lo mismo:

d*(P,BC)  d*(P,CA) _ d*(P,AB)

a2 = b2 = o2

por lo que:

(0,0,0) = (d*(P,BC),d*(P,CA),d*(P,AB)) x (a?,b?,c?)

(v =D w) v+ b*w)S? (c*u—a*w)(ctu+a*w)S?* (b*u—a*v)(b*u + a*v)S? ]
(u+v+w)’b2c2 ’ (u+v+w)ae? ’ (u+v+w)a2h?

(0,0,0)=[
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y, por tanto:
u_azw
Toc? 2.12. .2
b2 >P=(?:b*:c*)=K
V="
o
g LW
T2 2.722..2
b2w =>P=(-a?:b*:c?)=L
0 =(c*v—-b>w)(c®v+b*w) V="a
0=C(Cu—-a*w)ctu+a*w) = o
0=0*u—-a*>v)(b*u+a*v) Y= a’w
cb22w >P=(@*:-b*:c?)=M
v=—"3
o
= LW
T2 2.72. 2
bow >P=(?:b*:-c*)=N
v=—"1

siendo K el punto simediano del tridngulo ABC yv L, M y N los puntos de interseccion entre las
rectas tangentes a su circunferencia circunscrita en los puntos 4, B y C.

Fiy®
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@ Para que el punto P verifique la condicion impuesta en el enunciado debe ocurrir que:

d(P,BC) dP,CA) dP,AB)

1
b

1 1
a c

o lo que es lo mismo:

d*(P,BC)  d*(P,CA)  d*(P,AB)
I S B

a? b2 c2
por lo que:
(0,0,0) = (@*(P, BC),d*(P, CA),d (P,AB))x(az’ L cz)
(0.0 0):[(W—V)(W+v)01252 (u—w)(u+w)b252 (V—u)(v+u)c2S2]
o w+v+w) T wHv+w) T wtv+w)’
y, por tanto:

Il
S

>P=(1:1:1)=G
w

¥

{uz—w >P=(-1:1:1)=X

0

0=(w-v)(w+v) vew
0=w-wu+w) = 6
0=0v-uw)v+u) {uzw >P=(010:-1:1)=Y
V=—w
o
{“z_w >P=010:1:-1)=Z
V=-w

siendo G el baricentro del triangulo ABC y X, Y y Z los puntos de interseccion entre las rectas
paralelas en los puntos 4, B y C al correspondiente lado opuesto.

Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega
16 de mayo de 2021 a 15 de junio de 2021



TRIANGULOS CABRI

Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega
16 de mayo de 2021 a 15 de junio de 2021



TRIANGULOS CABRI

Problema 994. (propuesto por Antonio Casas Pérez) Sea ABC un triangulo. Elegido un punto P de la recta
BC, se construye la recta » que pasa por los puntos proyeccion ortogonal de P sobre las rectas AB y AC.
Probar que dichas rectas envuelven una conica. ;, Qué tipo de conica es la curva envuelta ?. Hallarla.

Solucion:

Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo ABC, si P=(0:p:1-p)(peR),
entonces, los puntos proyeccion ortogonal de P sobre las rectas 4B y AC son:

U=((1-p)Sz:S4+pSz:0)
V= (pSc :0: 2b2 —pSc)

por lo que:
UV=02b>-pSc)(S4+pSp)x—(1—p)Sz(2b> —pSc)y—pSc(S4+pSp)z=0

Una vez determinadas las ecuaciones de todas estas rectas, vamos a determinar su envolvente, para lo cual
tenemos que eliminar el parametro p del sistema formado por la ecuacion anterior y su ecuacion derivada con
respecto a p:

{ 0 = (2b2 = pSc)(S +pSy)x— (1= p)Ss(2b? — pSc)y —pSc(S4 +pSp)z

0= [SB(2b2 —pSc)—Sc(SA +pSB)]x+SB[(1 —2p)Sc+2b2]y—Sc[SA +2pSB]Z (p < [R)

por lo que, despejando p en la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera, obtenemos la ecuacioén de una
conica:

4S54x? +48%85%)% + 485%85222 + 4828 Spxy + 45284 Scxz + (a* — 2a*b? + b* —2a*c? — 6b*c? + ¢*)SpScyz =0

que es de tipo parabolico, ya que su discriminante es A =0. Ademas, como el determinante de su matriz
asociada es:

854 4528 4Sp 4828 4Sc
4528485 85252 (a* - 2a*b? + b* = 2a%c® — 6b%c? + c*)SpSc | =—-256b*c*S3S5%
4525,4Sc (a*—2a*b* +b* —2a*c? —6b%*c* +c*)SpSc 8525455

vamos a distinguir tres casos:

® Si Sp=0 (es decir, cuando el trisngulo ABC es rectdngulo en B), esta conica es degenerada,
tratandose de una recta doble, cuya ecuacion es:

(x+2)7=0
y corresponde a la recta paralelaa AC pasando por el punto B.

@ Si Sc=0 (es decir, cuando el trisngulo ABC es rectingulo en C), esta conica es degenerada,
tratdndose de una recta doble, cuya ecuacion es:

(x+y)2 =0

y corresponde a la recta paralelaa 4B pasando por el punto C.
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® Si SzSc+0 (es decir, cuando el tridngulo ABC no es rectdngulo ni en B ni en C), esta conica es no
degenerada, tratandose de una pardbola, cuyo unico punto en la recta del infinito es su centro
(conjugado de la recta del infinito) QO = (b2Sp + 2S¢ : —b%Sp : —c2S¢), que coincide con el punto del
infinito de la ceviana correspondiente al vértice A4 del circuncentro O = (a?S, : b*Sp: c*Sc) del
triangulo ABC, cuya ecuacion es:

c?Scy—b*Spz=0

y, por tanto, los diametros de esta parabola son paralelos a dicha ceviana.

-\.ﬂx‘;
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Ademas:
© Esta pardbola corta a la recta 4B tUnicamente en el punto 7, =(SpSc:S?:0), por lo que es

tangente a ella en este punto, siendo las ecuaciones del rayo paralelo al eje de la parabola que
incide en ella en el punto 7, y de la recta normal a la pardbola en dicho punto las siguientes:

ry=0=45"x+4S,Sgy — (a* —4a’b* + 3b* = 2a*c* —4b*c? + ¢*)z
n,=0=58%x+S4Spy+2b>Ssz

por lo que la ecuacion de la recta reflexion de la recta r, sobre larecta n, es:
l”fy ES2x+SASBy—SAScZ= 0
® Esta parabola corta a la recta AC unicamente en el punto 7. =(SzSc:S%:0), por lo que es

tangente a ella en este punto, siendo las ecuaciones del rayo paralelo al eje de la parabola que
incide en ella en el punto 7, y de la recta normal a la parabola en dicho punto las siguientes:

r,=0=48x—(a* - 2a*b* + b* — 4a*c* — 4b*c* + 3¢*)y +4S,4Scz
n,=0=8%x+2c2Scy+S4Scz

por lo que la ecuacion de la recta reflexion de la recta ., sobre la recta n. es:
1o =8%x—S4Spy+84Scz=0

© Las coordenadas del foco F de esta pardbola estdn determinadas por la solucién del siguiente
sistema de ecuaciones:

- -
{O-S)C'FSASB.V SaScz =>F=(0:Sc:Sz)

0= SZX—SASBy-i-SASCZ

y, por tanto, dicho foco es el pie de la altura correspondiente al vértice 4 del tridangulo ABC,
siendo su eje el diametro que pasa por el foco, cuya ecuacion es:

2(b—c)(b+c)S*x + (—a?b* + b* —a*c? = 2b*c* + c*)Spy — (—a’b? + b* —a®c? = 2b*c* +¢*)Scz =0

® Las coordenadas del vértice V' de esta parabola estan determinadas por la solucién del siguiente
sistema de ecuaciones:

{ 0=2(b-c)b+c)S?x+(=a?b? + b* —a?c? = 2b*c? + ¢*)Spy — (=a?b? + b* — a’c? = 2b*c? + ¢*)Scz
0 =45%? +45%85%y? + 4558222 + 4528 4Spxy + 4SS 4Scxz + (a* = 2a*b? + b* = 2a%c? — 6b2c? + ¢*)SpScyz
por lo que:
V=(SgSc(a?*b? —b* + a?c? +2b%c? —c*) : 2b%ScS : 2¢2S5S)
© Como el punto simétrico del punto F respecto del punto V' es:

Fy=(SpSc(a?b? = b* +a%c? +2b%c? —c*) : =b2Sc(a* = 2a%b? + b* =2b%c? + ¢*) : =c2Sp(a* + b* = 2a%c? = 2b2c% + ¢*))
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y la directriz de esta parabola es la recta perpendicular a su eje pasando por este punto, entonces la
ecuacion de ésta es:

SAx—SBy—Scz: 0
siendo sus puntos de interseccion con las rectas AB y AC:

E =directrizNAB=(Sz : S4: 0)
D =directrizNAC=(Sc:0:S4)

es decir, los pies de las alturas corresdientes a los vértices C y B, respectivamente, del triangulo
ABC.

Finalmente, para construir trazamos las tres alturas del triangulo ABC y hallamos los puntos D, E y
F, siendo el punto F su foco y larecta DE su directriz, por lo que ya podemos construir la parabola.
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