Problema 951.-
Dado un triangulo ABC, demuestra la siguiente igualdad:

in&
sin 1

ciclico @ (1 + sing) (1 + sin )7/) s
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Son de sobra conocidas las expresiones de:

a_ [(s=b)(s—c) a |s(s—a)
sy = bc ’ €085 = bc

Llamamos K a la expresién que conforma el primer miembro de la igualdad a probar.

sing sing nZ
2 2 2
K == B + - ,y T + - Kl + KZ + K3
a (1+sin7)(1+sin%) b (1+sm§)(1+sm7) c (1+sm )(1+sm )
Transformamos cada uno de los sumandos de K del modo
n% 51n (1 —sin ‘8) (1- smy) cos asin% 1- sing) 1- sin%)
Kl =
(1 + sin5 ) (1 + sin5 ) a coszgcosz% a cosZ%coszgcosz%
cos%sin%cos%(l - sing) 1- sin%) cos%sin%cos%(l — sing) 1- sin%)
K, = = (abc)?
a s(s—a)s(s—b)s(s—c) as3(s—a)(s—Db)(s—c)
bc ca ab
[ABC] cos%(l - sin[z—g) (1 — sin%) [ABC] cos= > (1 - smg) (1 - sin%)
K; = (abc) = (abc)

s?2s(s—a)(s—b)(s—c) 2 [ABC]?

abc o B Y
K, = mcos—(l - smE) (1 - smz)

De igual modo, obtendriamos

abc B Y a abc  y, @ B
K, = mcosi(l —smi) (1 — smz), K; = mcosi(l — smE) (1 —smz)

En definitiva,
abc a . P .Y B Y . a
K = m(cosi(l — smi) (1 — smz) + cosi(l — smz) (1 — smz)

+ cosg (1 - sin%) (1 — siné))



Desarrollamos el paréntesis Ty obtenemos:

T = cos%(l - sing) (1 - sing) + cosg(l - sing) (1 - sin%) + cosg(l - sin%) (1 - sin§> =

a a . . a a . . a .
= cosZ + cosZ + cosL — (cos—51nz+ coszsm—) - (cos—51né+ cosésm—) - (cosgsmz+
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. a . . . . .o .
cosxsmé) + cos—smgsmZ + cosﬁsmzsm— + coszsm—smé
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ahora bien,
a . . a . a+ . TT—
cos—51nZ+ cos]—/sm— = sm—y = sm—ﬁ = cosﬁ
2 2 2 2 2 2 2

a . . a
COS—SII‘IE+ COSESII’I— = COSZ
2 2 2 2 2

cosEsinZ+cosXsinE:cosg
2 2 2 2 2
Por tanto,
T=coszsinﬁsinz+cosésinzsing+coszsingsinﬁ
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ahora bien,
cosgsingsinz+ cosésinzsinE = sinz(cosgsinﬁ+ cosésinz> = sinzcos— = 1sin
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 14
cosgsinﬁsin]—/+coszsingsinﬁ=siné(cosgsinz+coszsing)=sin£cos£=lsin[3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Bl in® . a _.a(ﬂ.y+ V.B)_.a a 1
coszsmzsm2 c05251n251n2—sm2 c05251r12 c05251n2 —smzcosz—zsma
Por tanto,
a a a 1
T=Coszsingsing+cosgsingsin§+cosgsinisin§=z(siny+sinﬁ+sina)
abc abc
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