TRIANGULOS CABRI

Problema 953. (propuesto por Antonio-Roberto Martinez Fernandez y Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega)
Dado un tridngulo ABC, se considera un cuarto punto D que no esté situado sobre ninguna de las tres rectas
que contienen a dicho tridngulo, de forma que los cuatro puntos determinan un cuadrilatero. Determinar el
namero de parabolas que circunscriben a dicho cuadrilatero en los siguientes casos:

@ Es un cuadrilatero concavo.

@ Es un cuadrilatero convexo que no es un trapecio ni un paralelogramo.

® Es un trapecio.

@ Es un parelogramo.

Solucion:

@ Si un cuadrilatero es concavo, entonces, uno de sus Vvértices esta contenido en el interior del triangulo
determinado por los otros tres, por lo que podemos suponer que el vértice D es interior al triangulo

ABC, en cuyo caso, considerando la referencia afin {B;AC,AB}, al ser:

A=(0,1)
B=(0,00 =AB=x+y-1=0
C=(1,0)
si D=(p,q) (p>0,9>0,p+g—1<0), como laecuacion de una cdnica general es:

ax? +by? +2cxy + 2dx + 2ey +f=0

imponiendo que circunscriba al cuadrilatero ABCD, obtenemos que:

a=-2d

b=-2e
C_d|0(|0—1)+eq(q—1)
= pq

f=0

por lo que la ecuacion de una cénica general (no degenerada) que circunscriba al cuadrilatero ABCD
es:

dpax? +epqy® - [dp(p - 1) +eq(q - 1)Ixy - dpgx —epqy =0 (d =0 = ¢)
o también:
0pgx? + pay? — [Op(p — 1) + (g — 1)Ixy — Opax — pay = 0 (6 + 0)

Ademas, como:

20pq Op(p-1)+0q(@-1)

=-[02p2(p—1)2 - 26 ~1)+g2(q-1)?
On(p—1)+q(q—1) 200 [62p?(p — 1)* - 20pa(pa +p+9 - 1) +9*(q - 1)*]
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entonces, esta conica serd una parabola cuando:

pg+p+0q-1+2 [pg(p+q-1)
<0

p(p—1)?

q

0=

¢ R

y, por tanto, podemos concluir que, si el cuadrilitero ABCD es concavo, no existe ninguna parabola
que lo circunscriba.

Si ABCD es un cuadrilatero convexo que no es un trapecio ni un paralelogramo, considerando la
L — —>
referencia afin {B;AC,AB}, al ser:

A=(0,1)
B=(0,00 =AB=x+y-1=0
Cc=(1,0)

si D=(p,q) (p=0,q+0,p+q-1=+0), como laecuacion de una conica general es:
ax? +by? + 2cxy + 2dx + 2ey +f=0
imponiendo que circunscriba al cuadrilatero ABCD, obtenemos que:
a=-2d

b=-2e
oo dp(p-1) +eq(q-1)
= pq

f=0

por lo que la ecuacion de una cénica general (no degenerada) que circunscriba al cuadrilatero ABCD
es:

dpax? +epay? — [dp(p — 1) + eq(q — 1)Ixy —dpax —epgy =0 (d = 0 = &)
o también:
Opax? +pay? — [Op(p— 1) +a(q— 1)Ixy — Gpax — pay = 0 (¢ = 0)

Ademas, como:

20pq Op(p-1)+0q(@-1)

=-[02p2(p—1)2 - 26 “1)+g2(q-1)?
On(p—1)+q(q—1) 200 [62p?(p — 1)* - 20pa(pa +p+9 - 1) +9*(q - 1)*]

entonces, esta conica serd una parabola cuando:

pq+p+q-1+2 [pg(p+q—1)
>0

p(p—-1)

q

0= eR
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y, por tanto, existen exactamente dos parabolas que circunscriben al cuadrilatero ABCD, cuyas
ecuaciones son:

a2[pg+p+q-1+2 [palp+q-1) Jx? a?[pa+p+q-1+2 [palp+q-1) |

X
P-1)? +pay? - [Op(p—1) +a(@ - DHlxy - P-1)? —pay =0

(estas dos parabolas son distintas porque pq(p +q—1) # 0)

~

p<0 g0
> p+_q—1.=-:-
, toncavo
\
AT
p<0 g=0 p=0 q=0
p+a-1<0 pg-1=0
LONVEXD LonvERo

concave B/ CONVEXD h E concavo
p<0 g=0 ! p=0 g<0 “ p=0 g<0
p+g-1<0 p+q-1<D .  prg-1=D
® Si ABCD es un trapecio con lados paralelos AD y BC, considerando la referencia afin {B;AC,AB},
al ser:

A=(0,1)
B=(0,0)
C=(1,0)

si D=(p,1) (0+p=1), como laecuacion de una conica general es:
ax2 +by? + 2cxy + 2dx +2ey +f=0

imponiendo que circunscriba al cuadrilatero ABCD, obtenemos que:

a=-2d
b=-2e

dp(p-1)
C=—7p
f=0

por lo que la ecuacion de una cénica general (no degenerada) que circunscriba al cuadrilatero ABCD
es:

dpx? +epy? —dp(p — 1)xy —dpx —epy =0 (d +0 = e)
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o también:
Opx? +py? — Op(p — 1)xy — Opx —py =0 (6 + 0)

Ademas, como:

20p  Op(P=1) | _ p ot 12
o(p—-1) 2p = 0p?[4-0(p-1)°]

entonces, esta conica serd una parabola cuando:

4
0=-17

y, por tanto, existe una Unica parabola que circunscribe al trapecio ABCD, cuya ecuacion es:
4px? +p(p - 1)°y? — 4p(p — 1)xy = 4px —p(p~ 1)’y =0 (0= p # 1)

— —
Si ABCD es un paralelogramo, considerando la referencia afin {B;AC,AB}, al ser:

A=(0,1)
B=1(0,0)
C=(1,0)
D=(1,1)
como la ecuacién de una conica general es:
ax? +by? + 2cxy + 2dx +2ey +f=0
imponiendo que circunscriba al cuadrilatero ABCD, obtenemos que:
b=-2e
c=0
f=0

por lo que la ecuacion de una cénica general (no degenerada) que circunscriba al cuadrilatero ABCD
es:

dx?> +ey? —dx—ey=0(d+0=e)
o0 también:
Ox? +y2—0x—-y=0(0+0)

Ademas, como:
00
‘ 01 ‘ =0+0

entonces, no existe ninguna parabola que circunscriba al paralelogramo ABCD.
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Problema 953. (propuesto por Antonio-Roberto Martinez Fernandez y Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega)
Dado un tridngulo ABC, se considera un cuarto punto D que no esté situado sobre ninguna de las tres rectas
que contienen a dicho tridngulo, de forma que los cuatro puntos determinan un cuadrilatero. Determinar el
namero de parabolas que circunscriben a dicho cuadrilatero en los siguientes casos:

@

@

®

@

Es un cuadrilatero céncavo.
Es un cuadrilatero convexo que no es un trapecio ni un paralelogramo.
Es un trapecio.

Es un parelogramo.

Solucién:

@ Si un cuadrilatero es céncavo, entonces, uno de sus vértices esta contenido en el interior del triangulo

determinado por los otros tres, por lo que podemos suponer que el vértice D es interior al tridngulo
ABC, en cuyo caso, considerando coordenadas baricéntricas con respecto a dicho tridngulo, existen
p,q>0 talesque D=(1:p:q). Ademas, como la ecuacién de una conica general (no degenerada)
circunscrita a dicho triangulo es:

Xy +vxz+wyz=0 (v+0=+w)

y sus puntos del infinito vienen dados por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:

{ 0=xy+v+wyz _ Il:(—1+v—w—J(V—W)Z—Z(V+w)+1 cl-viws | (v-w)? -2+ w) +1 :2)
0=x+y+1z |2:(—1+V—W+\/(V—W)Z—Z(V+W)+l l-v+w— J(v—w)2—2(v+w) +1 :2)

imponiendo que esta conica sea una parabola, resulta que:

lhi=l> \/(V—W)Z—Z(V+W)+l =0=(V-w)?-2(v+W)+1=0=0+w=1+2/V +v
por lo que vamos a distinguir dos casos:

O Si w=1-2/Vv+v(ve(0,1)U(1,+:)), entonces, la ecuacién de una parabola general
circunscrita al triangulo ABC es:

xy+vxz+(1—2ﬁ +v)yz =0
por lo que, imponiendo que pase por el punto D, obtenemos que:

pa+ [-pa(l+p+q)
<0

(1+p)g

p(1+q)-2pq /v +q(l+plv=0= /v = ¢ R

y, por tanto, no existe ninguna parabola de este tipo circunscrita al trapecio ABCD.

® Si w=1+2/V+v(v>0), entonces, la ecuacion de una parabola general circunscrita al
triangulo ABC es:

xy+vxz+(1+2ﬁ +v)yz=0
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por lo que, imponiendo que pase por el punto D, obtenemos que:

-pa+ |-pg(1+p+q)
<0

(1+p)g

p(1+9)+2pq vV +q(l+plv=0= /V = <R

Yy, por tanto, no existe ninguna parabola de este tipo circunscrita al trapecio ABCD.

Podemos, pues, concluir que, si el cuadrilatero ABCD es concavo, no existe ninguna parabola que lo
circunscriba.

@ Si ABCD es un cuadrilatero convexo que no es un trapecio ni un paralelogramo, considerando
coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo  ABC, existen p=0=+q tales que
D=Q1:p:q) (p+q+#0, p+1+0, q+1+0, p+q+1>0, porque el cuadrilitero ABCD no es un
paralelogramo y el punto D no esté situado sobre la recta del infinito). Ademas, como la ecuacién de
una conica general (no degenerada) circunscrita a dicho triangulo es:

Xy +vxz+wyz=0 (v+0=w)

y sus puntos del infinito vienen dados por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:

{ 0 = Xy + VX2 + Wyz |1:(—1+V—W—\/(V—W)Z—Z(V+W)+l clovaw | (v—w)? —2(v+w) + 1 :2)
0=Xx+y+1z - |2:(—1+V—W+\/(V—W)Z—Z(V+W)+l Cl-vaw— | (v—w)?—2(v+w) +1 :2)

imponiendo que esta conica sea una parabola, resulta que:

li=l=> \/(V—W)Z—Z(v+w)+1 =0=>(V-w)?-2(v+W)+1=0=0+Ww=1+2/V +V

por lo que vamos a distinguir dos casos, obteniéndose en ambos las dos mismas parabolas (distintas
entre si, yaque /—pq(1+p+q) #0) Yy, por tanto, éstas son las dos Unicas pardbolas que circunscriben al
cuadrilatero ABCD:

O Si w=1-2/v+v(ve(0,1)U(1,+)), entonces, la ecuacién de una parabola general
circunscrita al triangulo ABC es:

xy+vxz+(1—2/V +v)yz =0
por lo que, imponiendo que pase por el punto D, obtenemos que:

pa+ [-pa(L+p+a)
>0

(1+p)g

p(1+9)-2pq/V +q(l+plv=0=> /v =

y vamos a distinguir, a su vez, otros dos casos:

pa+ /—pa(l+p+q)

© Si W= @+p)a
trapecio ABCD es:

q(p+1)2xy—p(p+q+1—pq+2 [-pq(1+p+q) )xz+[q—p(p+q+1)+2 [-pq(1+p+q) ]yz:O

, entonces, la ecuacion de la pardbola circunscrita al
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