TRIANGULOS CABRI

Problema 957. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dados un triangulo 4BC con baricentro
G, incentro [, ortocentro H, circuncentro O y punto simediano K y un punto P interior a él, probar que:

O]

El lugar geométrico de los centros de las conicas que circunscriben al cuadrilatero 4BCP es una elipse
que pasa por los puntos medios D, E y F de los segmentos BC, CA y AB, respectivamente, y por
los vértices del triangulo ceviano D”’E’’F’’ del punto P con respecto al tridngulo 4BC, pero no pasa
por los vértices de éste. Ademas, todas las conicas que circunscriben al cuadrilatero ABCP son de tipo
hiperbolico.

Esta elipse es una circunferencia unicamente cuando P=H. Ademas, si el triangulo ABC es
rectangulo, esta elipse no puede ser un circunferencia.

Esta elipse no puede ser tangente exactamente a dos de los lados del triangulo ABC.

El centro M de esta elipse coincide con el punto P unicamente cuando P = G.

Esta elipse no pasa por ninguno de los puntos P, I y G vy, ademas, si el tridngulo ABC no es
obtusangulo, tampoco pasa por el punto K y pasa por el punto O siy s6lo si el triangulo ABC es

rectangulo.

Las rectas polares de los puntos P y G respecto de esta elipse no contienen ningun punto interior al
triangulo 4BC.

Las rectas polares de los puntos 4, B y C respecto de esta elipse no pasan ni por el punto P ni por el
punto G.

Las rectas tangentes a esta elipse en los puntos medios D, £ y F no pasan por ninguno de los puntos
P, I 'y G y,ademas, si el triatngulo 4BC no es obtusangulo, tampoco pasan por el punto K.

El baricentro del triangulo UVW determinado por las rectas tangentes a esta elipse en los puntos D, FE
y F coincide con el punto G siysolosi P=G.

El baricentro del tridngulo XYZ determinado por las rectas polares a esta elipse en los puntos 4, B y
C coincide con el punto G siy solosi P=G.

El baricentro del tridngulo D’E’F’ cuyos vértices son los segundos puntos de interseccion entre esta
elipse y las tres medianas del triangulo 4BC coincide con el punto G siy sélosi P=G.

El baricentro del triangulo D’’E’’F’’ cuyos vértices son los segundos puntos de interseccion entre esta
elipse y los tres lados del triangulo ABC coincide con el punto G siy sélosi P=G.

© Lospuntos P, G y M estan alineados y, ademds, se verifica que MP = 3MG.

Las rectas polares de los puntos 4, B 'y F son concurrentes (en el punto Z), las rectas polares de los
puntos 4, C y E son concurrentes (en el punto Y) y las rectas polares de los puntos B, C y D son
concurrentes (en el punto X).

Si el punto P tiene coordenadas (m,n) (0<m<1,0<n<1,m+n<1) respecto de la referencia afin
— —>
{A;AB,AC}, entonces:

(wrw) (A -m)—n)im+n)
(4BC)  8mn(l1-m—-n)
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@ Siel punto P tiene coordenadas (m,n) (0<m<1,0<n<1,m+n<1) respecto de la referencia afin
— —>
{A;AB,AC}, entonces:

Xyz) (1 -m)*(A0 —n)’(m+n)’
UBC)  4mn(1+m)1+n)1-m—-n)2—-m—-n)

@ Sielpunto P tiene coordenadas (m,n) (0<m<1,0<n<1,m+n<1) respecto de la referencia afin
— —>
{A;AB,AC } y D’E’F’ es el triangulo cuyos vértices son los segundos puntos de interseccion entre esta

elipse y las tres medianas del triangulo 4BC, entonces:

(D'E'F) 2[(0 = m —n)(m +n) + mn]’
4BC) [ =-m-n)dm+n)+mnll(1 =m—n)m+4n) +mnl[(1 = m—n)m +n) + 4mn]

® Sielpunto P tiene coordenadas (m,n) (0 <m<1,0<n<1,m+n<1) respecto de la referencia afin
— —>
{A;AB,AC } y DVE’F’” es el triangulo cuyos vértices son los segundos puntos de interseccion entre
esta elipse y los tres lados del triangulo 4BC, entonces:

(D"E"F")  2mn(1—m—n)
4BC)  (1-m)d=n)m+n)

© El hexdgono H,H,H H4HsH, determinado por los puntos de interseccion entre los lados del tridngulo
y las rectas paralelas a ellos pasando por el punto M ( H,y H; en AB, HyyHs en BC'y Hey H,
en CA) esta inscrito en una elipse, cuyo centro 7' coincide con el punto G siy sélosi P=G.

fio) (GH,H;)  (GH4Hs) , (GHeH,) _1
(4BC) (4BC) (4BC) 3

Solucion:

@® Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo A4BC, como la ecuaciéon de una
conica general que pase por sus vértices es:

uxy +vxz+wyz =0 (u,v,w € R)
imponiendo que pase por el punto P=(1:p:q) (p>0,q>0), obtenemos que:

V+pw
pu+qv+pqw=0:u=—%

por lo que la ecuacion general de una conica que pase por los puntos 4, B, C y P es:

—q(v+pw)xy + pvxz + pwyz=0 (v,w € R)
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estando las coordenadas de su centro (conjugado de la recta del infinito) determinadas por la solucion
del siguiente sistema de ecuaciones:

0 —q(v+pw) pv 1
0=(xy z) —qg(v+pw) 0 pw || -1
pv pw 0 0
0 —q(v+pw) pv 1
Oz(xyz) —q(v+pw) 0 pw 0
pv pw 0 -1

es decir, su centro es:

0= (pwllg-pv+plg+ Dwl: —pvl(p+g)v+plg—Dw]l : =g+ pw)l(p + ¢)v+plg + Dw])

por lo que, eliminando los parametros v, w y @ del siguiente sistema de ecuaciones paramétricas

x=—pOwl(g—p)v+plg+ 1wl
y==-pWl(p+qglv+plg— 1wl
z=—q0v +pw)l(p+q)v+plg+ 1wl

resulta que el lugar geométrico de los centros del haz de conicas que pasan por estos cuatro puntos es la
conica de ecuacion:

pgx*+qy*+pz —qp+1Dxy—plg+1)xz—(p+qlyz=0

que pasa por los puntos puntos medios D, E y F de los segmentos BC, CA y AB, respectivamente,
y por los vértices del tridangulo ceviano D’’E’’F’’ del punto P con respecto al triangulo ABC, cuyas
coordenadas:

D=(:1:1) D'"=0:p:q)
E=(1:0:1) E'=(1:0:q)
F=(1:1:0) F'=(1:p:0)

verifican la ecuacion de dicha conica. Ademas, esta conica es una elipse que no pasa por los vértices del
triangulo ABC (porque los coeficientes de x2, y* y z? son no nulos), ya que es no degenerada, pues:

2pg  —qlp+1) —plg+1)
—-qp+1) 29  —p+q) |=—4pglp+ g+ 1Dp+q)<0
-plg+1) —(p+q) 2p

y no tiene ningln punto en la recta del infinito, ya que el discriminante del siguiente sistema de
ecuaciones:

0=pgx*+qy* +pz> —qp+1)xy—plg+1)xz—(p+q)yz
O=x+y+z

€S

A =—pglp+qg+1)<0
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Ademas, como, para cada (v,w) e R2\{(0,0)} el discriminante del siguiente sistema de ecuaciones:

0 =—q(v+pw)xy + pvxz + pwyz
O=x+y+z

es:
As = p2g>w? + 2p2g(vw + w2) + 2pgvw + p2(v— W) + ¢2v2 + 2pg(v? + vw)
entonces, vamos a distinguir cuatro casos:
A Si y=0, laecuacion de la conica resultante es:
Wgx—2z)=0

que corresponde al par de rectas formado por las rectas secantes AC y BP 'y, por tanto, es una
conica de tipo hiperbdlico.

+ Si w=0, laecuacion de la conica resultante es:
x(gy—pz)=0

que corresponde al par de rectas formado por las rectas secantes BC y AP 'y, por tanto, es una
conica de tipo hiperbdlico.

* Si v+pw=0, laecuacion de la conica resultante es:

z(px—y)=0

que corresponde al par de rectas formado por las rectas secantes AB y CP 'y, por tanto, es una
conica de tipo hiperbdlico.

® Si yw(v+pw) =0, tomando A= %, resulta que:
Ax(h)=(p+q)°h2 +2p(g* +pg+q—p)h+p*(g+1)> >0
yaque A5(0)=p*(g+1)*>0 y el discriminante de esta funcion cuadrética es:
As=—pglp+q+1)<0

por lo que la funciéon A,(%) tiene signo constante. Por tanto, esta conica es una hipérbola, ya que
tiene dos puntos en la recta del infinito y es no degenerada, pues:

0 —q(v+pw) pv
—q(v+pw) 0 pw | ==2p2qvw(v+pw) £ 0
pv pw 0

@ Esta elipse sera una circunferencia Unicamente cuando sea la circunferencia de los nueve puntos del
triangulo ABC (ya que pasa por los puntos medios de sus lados), cuya ecuacion es:

—Sx?=8Spy? —Scz® +2xy+b*xz+a’yz=0
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por lo que los segundos puntos de interseccion entre ella y los lados del triangulo ABC seran:

D"=(0:Sc¢:S3)
E”=(Scl02SA)
F”=(SB:SA O)

en cuyo caso, D’’E’’F’’ seria el tridngulo ceviano del punto H = (SzSc : S4Sc: S4Sz) ¥, por tanto,
P=H. Ademas, si el triangulo ABC fuese rectangulo, entonces, su ortocentro H seria el vértice
correspondiente a su angulo recto, por lo que no seria un punto interior del triangulo ABC, lo cual
signiricaria que P+ [ Yy, por tanto, esta elipse no podria ser una circunferencia.

® Esta elipse sera tangente a uno de los lados del tridngulo ABC cuando sus dos puntos de corte con
dicho lado coincidan, siendo:

tangentea AB si F'=F=(1:1:0)
tangentea BC si E'=E=(1:0:1)
tangentea CA si D"=D=(0:1:1)

por lo que, como D’E’’F’’ es el triangulo ceviano del punto P, si esta elipse fuese tangente a dos de
los lados del triangulo ABC, entonces, el punto P habria de estar en las medianas correspondientes a
los vértices opuestos de éstos y, como las tres medianas son concurrentes (en el punto G), tendriamos
el punto P estaria en la mediana restante y, por tanto, la elipse seria tangente también al lado restante.

@ Como las coordenadas del centro de esta elipse (conjugado de la recta del infinito respecto de ella)
vienen dadas por la solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

2pq  —qp+1) plg+1) | 1
0=(x y z) —qp+1) 2q ~(p+q) -1
-plg+1) —(p+q) 2p 0

2pq  —qp+1) —plg+1) | 1
0=(xyz)| -p+1) 2 —~p+q) | 0
—plg+1) —(p+q) 2p -1

SM=Q+p+q:1+2p+q:1+p+2q)

entonces, este punto coincidird con el punto P=(1:p:q) siy solo si:
(0,0,0)=Q+p+q,1+2p+q,1 +p+2q)x(1,p,q)=(p+qg+1)g—p,1 —q,p—1)
es decir, siy s6losi p=¢g=1, oloqueeslomismo,siysoélosi P=@G.

® Imponiendo que esta elipse pasase por alguno de los puntos P, I o G, tendriamos que:

P=(1:p:q) » 0<pg(l+p+q)=0
I=(a:b:c) » 0<pcla+b—c)+gbla—b+c)+pga(-a+b+c)=0
G=(1:1:1) » O<p+qg+pg=0
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lo cual es imposible y, por tanto, no pasa por ninguno de ellos. Ademas:

D< Si el tridangulo ABC no es obtusangulo, resulta que:

a*>=b>+c*—2bccosA <b*+c? —a?+b*+c*>0
b =a’+c*-2accosB<a*+c? = a*=b*+c*>0
c2=a*+b*—-2abcosC<a?+hb? a?+b*-c*>0

dandose la igualdad como mucho en una de estas expresiones, por lo que, si esta elipse pasase por
el punto K tendriamos que:

0 <pc?(a®+ b —c?)+qb*(a? - b*+c?) +pga*(—a> + b> +c*) =0
lo cual es imposible.

(=] Esta elipse pasa por el punto O siy s6lo si:

[czp +b%g+ azqu(—a2 +b2+c?)a*>—b*+c*)a? +b*—c*)=0
>0

es decir, si y solo si:

—a’+b>+c*=0
o
a’—b>+c*=0
o
a’+b>—c*=0

o lo que es lo mismo, si y sélo si el triangulo 4BC es rectangulo.

® Como las ecuaciones de las rectas polares de los puntos P y G con respecto a esta elipse son:

2pqg  —qp+1) —plg+1)
ppEO=(xyz> —qp+1) 2q —(p+q)
-plg+1) -(p+q)  2p
2pg  —qp+1) —plg+1)
stO=(x % z) —q(p+1) 2q —(p+q)
plg+1) ~(p+q)  2p

=pq(p+q)x+q(1+q)y+p(l+p)z

=(p+gx+p(1+q)y+(1+p)gz

HHH’QE'—‘

entonces, es imposible que pasen por ningun punto interior al tridngulo ABC (cuyas tres coordenadas
serian estrictamente positivas).
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@ Como las ecuaciones de las rectas polares de los puntos 4, B 'y C con respecto a esta elipse son:

pAEO=(xyz) —qp+1) 2q

p350=(xyz) —-q(p+1) 2q

resulta que:

© Si estas rectas pasasen por el punto P tendriamos que:

lo cual es imposible.

@ Si estas rectas pasasen por el punto G tendriamos que:

lo cual es imposible.

2pqg  —q(p+1) —plg+1)

—(p+q)

-plg+1) -p+q)  2p
2pqg  —q(p+1) —plg+1)

~(p+q)

»g+1) p+q)  2p
2pqg  —qlp+1) —plg+1)

pc50=(xyz) —q(p+1) 2q

—»pg+1) -p+q)  2p

~(p+q)

=-2pgx+q(1+p)y+p(l+q)z

=q(l+px—2qy+(p+q)z

=p(l+g)x+(p+q)y—2pz

-_—o o O = O O o =

0<pglp+g)=0

0<qg(l+¢)=0

0<p(l+p)=0

O0<p+g=0

0<p(l1+¢)=0
0<qg(1+p)=0

Como las ecuaciones de las rectas tangentes a esta elipse en los puntos D, £ y F son:

tDEO=(xyz) —q(p+1) 2q
-plg+1) ~(p+q)

tEEO=(xyZ] —qp+1) 2q
-plg+1) —(p+q)

tFEO=(xyz] —q(p+1) 2q
—plg+1) —~(p+q)

2pg  —q(p+1) —plg+1)

2pg  —qp+1) —plg+1)

2pg  —qp+1) —plg+1)

~(p+q)
2p

~(p+q)
2p

—-(p+q)
2p

S m = P O = = =0

=(p+q+2pgx+(p—-qly+(g—p)z

=p(1—q@)x+(p+2q+pq)y—p(l —q)gz

=q(1-px—q(1 =ply+Q2p+q+pq)z

Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega



TRIANGULOS CABRI

resulta que:

© Si estas rectas pasasen por el punto P tendriamos que:

0<p(l+p)+q(1+¢)=0
0<p(l+p+pg+q*)=0
0<q(l+qg+pg+p*)=0

lo cual es imposible.

© Si estas rectas pasasen por el punto G tendriamos que:

O0<p+g+2pg=0
0<p+2g+pg=0
0<2p+qg+pg=0

lo cual es imposible.

® Si estas rectas pasasen por el punto / tendriamos que:

O<pla+b-c)+qla—b+c)+2pga=0
O<pla+b—c)+2qb+pg(—a+b+c)=0
0<2pc+qgla—b+c)+pg(-a+b+c)=0

lo cual es imposible.

Ademas, si el triangulo ABC no es obtusangulo, resulta que:

a’>=>b*+c*—2bccosA < b?*+c? —a?+b*+c%>0
b =a’+c*-2accosB<a*+c? = at=b*+c*>0
c2=a?>+b*-2abcosC<a?+b? a*+b*-c*>0

dandose la igualdad como mucho en una de estas expresiones, por lo que, si estas rectas pasasen por el
punto K tendriamos que:

0<pla®+b?—c?)+qla®>—b*+c?)+2pga’ =0
0<pla®+b>—c*)+2gb*> + pg(—a* +b*+c*) =0
0<2pc? +qla?—b*+c?)+pg(—a* +b*+c*)=0

lo cual es imposible.

® Como:
U=t:Ntr=p+q+2pq:p(1-q):q(1-p))

V=tpNtr=(qg—p:p+2q+pq:q(l-p))
W=tpNtz=p—-q:p(1-9):2p+q+pq)
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entonces, el baricentro del triangulo UVW es:
Guw=(p*+(q—1g-p(1 +4q) : p(1 —=p =49 -pg+q*) : g(1 +p* — g+ p(4+q)))
por lo que este punto coincidira con el punto G=(1:1:1) siy solo si:

0,0,0) = (p*+ (¢ — Dg—p(1 +4q),p(1 —-p—4q—pg+q*),q(1 +p* —q +p(4+q))) x(1,1,1)
0,0,0)=((p— (=1 +p+q+2pq),(1 —q)(-p +p*-29 - pq),(1 - p)2p +q +pg —q?))

es decir, siy solosi p=¢g=1 (tnica solucioncon p>0 y ¢g>0 ), o lo que es lo mismo, si y solo si
P=G.

® Como:

X=psNpc=((p-9)* :plp+3q+3pg+q*): q3p+p* +q+3pq))

Y=psNpc=p+3q+3pg+q* : —p(1-9)* : q(1 +3p+3q+pgq))

Z=psNps=0Cp+p*+q+3pq: p(1+3p+3q+pq) : —q(1-p)*)
entonces, el baricentro del triangulo XYZ es:

por lo que este punto coincidira con el punto G=(1:1:1) siy solo si:

(0.0,0)= (p = p* + Ldpg + 40p°q + 25pq + 5p°q +¢* + 40pq’ + 64p° G + 19p°G" + 25pg" + 199°¢" = ¢° + Spq’ . H=p + p* + 5+ 25pq + 40pq + 14p’q + 19¢° + 64pg’* +40p°* + p'q* + 19¢" + 25pq’ +5¢° = pg’).q(Sp + 19p° + 19p" + 5p* =+ 25pq + 64p*q + 25p'q = p'q + 40pg’ + 40p°q* + ¢* + 1pg* + pg))x (1. 1,1)

(0.0,0)= (g =pX—p+p’ g+ 6pq + 22p°q + 9p'q + 22pq’ + 24p°q" + 2p°¢* + ¢ + 9pq’ + 2p°q"). (g = )(=p* + p* = 9pg = 2p*q = 6p°q +p*q = 2" = 24pq’ = 22p°q" =24’ = 9pq’ = pq).(p— 1X2" + 2" +9pq + 24p°q + 9p'q + G+ 22pg* +22°¢° + P’ + 6pq’ = 4° = pg°))

es decir, siy s6losi p=¢g=1 (unica solucion con p>0 y ¢ >0 ), o lo que es lo mismo, si y so6lo si
P=aG.

© Como las ecuaciones de las tres medianas del triangulo 4BC son:

my=0=y—
mp=0=x-—
m 0=x-

a %S ox
o

Il

= NN

resolviendo los correspondientes sistemas de ecuaciones, obtenemos que:

D'=(p+q+2pq:pq:pq)
E'=(q:p+2q+pq:q)
F=(p:p:2p+q+pq)

por lo que el baricentro del triangulo D’E’F’ es:

Gy = (5p +30p°g + 18p'g + 30pg* + T8p°q* + 15p°* + 5¢° + 18pg’ + 15p°" +2p'q" : 5p* + 18p°q + 30p'q + 15pg* + T8pq* +30p°* +2¢° + 15pg’ + 189" +5p'q’ : 2’ + 15p*q + 15p'q + 18pg* + T8pq* + 189" + 5" + 30pg’ +30p°q* +5p'q’)
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y, por tanto, este punto coincidira con el punto G=(1:1:1) siy solo si:

(0,0,0)= (5p +30p*q+ 18p'q +30pg* + T8p*q* + 15p°q" + 5¢° + 18p¢’ + 15p°q" + 2p'q’, 5p’ + 18p°q +30p'q + 15pg* + 18p°q* +30p' ¢ + 24 + 15pg* + 18p°¢" +5p'q’, 2p" + 15p*q + 15p°q + 18pg’* + 18p*q’ + 18p°q” +5¢° +30pg’ +30p*q’ + 5p'g" ) x (1,1,1)

(0,0,0)= [l(q—p) P +q+pg)p+q+4pg).3(1-q) (p+q+pg)p+4q-+pg),3(p— l)v(ﬂwﬂuﬂ("ﬂwﬂw)]

es decir, siy solosi p=¢g=1, oloqueeslomismo,siysoélosi P=@G.

Como:
D"=0:p:q)
E'=(1:0:¢9)
F'=(1:p:0)

entonces, el baricentro del triangulo D"’E"’F’’ es:
Gppr=(p+q)2+p+q) : p(0+q)1+2p+q): q(1+p)1+p+2q))
por lo que este punto coincidira con el punto G=(1:1:1) siy solo si:

0,0,0)=((p+q)2+p+q),p(1 +q)1+2p+q),q(1 +p)1+p+2g)) x(1,1,1)

(0,0,0)= [(q —p){l +2p+2q +pq],(1 —q)[2p +p? +q+2pq],(p— 1)[p+2q +2pq+q2]]

>0 >0 >0

es decir, siy solosi p=¢g=1, oloqueeslomismo,siysoélosi P=G.

Como:
P=(1:p:q)
G=(1:1:1)
M=Q+p+q:1+2p+q:1+p+2q)
y:
1 P q 1 p-1g-1 o
1 1 | =1 0 o0 |=JP7haTli_g
p—1gq-1

24p+qg 1+2p+q 14+p+2¢q 24+p+g p—-1 g-1
entonces, estos tres puntos estan alineados. Ademas, como el punto medio del segmento PG es:
N=@+p+q:1+4p+q:1+p+4q)
y el punto medio del segmento NG es:
M=Q+p+q:1+2p+q:1+p+2q)
resulta que:

MP =3MG
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® Como:
pa=0=="2pgx+q(1+ply+p(l+q)z
pr=0=q(l+p)x—2qy+(p+q)z
pc=0=p(l+qg)x+{p+q)y—2pz
y:
tr=0={@+q+2pq)x+{p-qly+(q-p)
te=0=p(1-g)x+p+2q+pq)y—p(l-q)gz
tr=0=g(1-px—q(1-py+Qp+q+pq):z
entonces:

© Las rectas polares de los puntos 4, B y F son concurrentes, pues:

2pqg q(1+p) p(1+q) -2p 1+p p(l+gq)
q(1+p)  —2q p+q |=q¢* 1+p -2 p+q | =
3=F1+F>
q(1-p) —q(1-p) 2p+q+pq l-p p-12p+q+pq
© Las rectas polares de los puntos 4, C y E son concurrentes, pues:
2pq q(1+p) p(1+q) 29 q(1+p) 1l+gq
p(l+q)  p+q “2p |=p*1+q p+q 2 | =
3=F1+F>
p(1-p) p+2q+pq —p(1-¢q) l-p p+2q+pq q-1

® Las rectas polares de los puntos B, C y D son concurrentes, pues:

g(1+p) 29 p+q
p+q) p+q 2p |, =
p+tq+2pqg p—q q—p

© Siel punto P tiene coordenadas (m,n) (0 <m<1,0<n<1,m+n<1) respecto de la referencia afin
— —
{A;AB,AC}, entonces:

m
1 P 9 P=T"m—n
: : =(1-m-n:m:n)=>
( +g+1 " p+g+1 " p+ +1J ( { =—10n
p+q+1 p+q+l p+q e
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por lo que:

ptq+2pq p(l-q) q(1-p)
g-p p+2+pg q(l-p)

wvw) | pr-qa  pd-9 2p+q+pq
(4BC) 32pq(p+q)
_U+pU+g)p+g)
8pq

(0 =m)=n)m+n)
— 8mn(l1-m—n)

® Sielpunto P tiene coordenadas (m,n) (0<m<1,0<n<1,m+n<1) respecto de la referencia afin
— —>
{A;AB,AC}, entonces:

___m

1 .__P ) q J_(l m ) P=1"m—n
Yg+1 prg+l prg+l)oomomminy=a o on
p+q+1 p+q+l p+q g=7 21—

por lo que:

-p-q9*  pp+3q+3pg+q®) qGp+p*+q+3pq)

P+3q+3pg+q’ (1 —q)? q(1+3p+3q+pq)
(xyz) | 3p+p*+q+3pq p(1+3p+3q+pq) —q(1-p)*
(4BC) 64p2q2(p+q+2)2p+q+1)(p+2g+1)

_ (1+p)°(1+9)’(p+q)’
4pq(p+q+2)2p+q+1)p+2q+1)

_ (1-m)*(1=n)*(m+n)’

T Admn(l+m) A +n) 0 =m-n)Q2-m—n)

@ Sielpunto P tiene coordenadas (m,n) (0<m<1,0<n<1,m+n<1) respecto de la referencia afin
— —>
{A;AB,AC}, entonces:

___m

( 1 . P . 9q J( oo {p_l—m—n
: : =(1-m-n:m:n)=

+g+1 " p+g+1 p+g+1 =—10n

prq+1 p+q+l p+q =10

Ademas, como:
D'=(p+q+2pq:pq:pq)

E'=(q:p+2q+pq:q)
F=(p:p:2p+q+pq)
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por lo que:
p+q+2pq Pq Pq
q p+2q9+pq q
(D'E'F) _ )4 p 2p+q+pq
(ABC) (p+qg+4pg)p+49+pg)dp+q+pq)
2(p+q+pq)’

" (p+q+apg)p+4g+pg)dp+q+pq)

B 2[(1 =m—n)m+n) +mn]’
T (M=-m=-n)Em+n)+mnll(1 —=m—n)m+4n) +mnll(1 = m—n)m+n) + 4mn]

O Sielpunto P tiene coordenadas (m,n) (0<m<1,0<n<1,m+n<1) respecto de la referencia afin

- —
{A; AB,AC} , entonces:

___m
(1_p,qJ( ..{p_l—m—n
. : =(l-m-n:m:n)>
+g+1 +g+1 +g+1 =—1—
p+q p+q p+q =1 - m—-n
y como:
D"=(0:p:q)
E'=(1:0:9)
F'=(1:p:0)
entonces:
0pyqg
10g
(D//E//F//) l p 0
(4BC) — (U +p)1+q)p+q)
2pq

T U+p)1+9)p+q)

_ 2mn(l—m—n)
T =-m)d=n)m+n)

© Como las ecuaciones de las rectas paralelas a los lados del triangulo 4ABC pasando por el punto M
son:

pas=0=1+p+2g)x+(1+p+29)y—3+3p+2q)z
prc=0=02+3p+3¢x-Q+p+qly-Q2+p+q)z
Pca EO=(1+2p+Q)X—(3 +2p+3Q)y+(1+2p+q)Z
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resolviendo los correspondientes sistemas de ecuaciones, obtenemos que:

Hi =@+3p+2¢:0:1+p+2q)
H,=@B+2p+3¢:1+2p+q:0)
Hy=Q+p+q:2+3p+3q:0)
Hy=0:3+3p+2q:1+p+2q)
Hs=0:14+2p+q:3+2p+3q)
Hs=Q+p+q:0:2+3p+3q)

por lo que, al ser la ecuacion de una conica general de la forma:
dx*+ey* + 22+ gxy+ hxz+iyz=0(d, e,f,g,h,i € R)
imponiendo que circunscriba al pentagono H,H,H;H,Hs, resulta que:

d=(p+2g+1)2p+q+1)3p+3g+2)
e=(p+q+2)p+2q+1)2p+3g+3)
f=(p+qg+2)2p+qg+1)3p+2g+3)
g="2(p+2q+1)4p>+5¢*>+9pg+9p+9g+4)
h==-2Q2p+q+1)5p*+44* +9pq+9p+9q+4)
i==2(p+q+2)4p*+4¢*+9pq+9p+9q+5)

por lo que la ecuacion de la conica circunscrita al pentagono H,H,H;H4Hs es:
(p+2g+ D2p+q+ 1Bp+3q+2)% + (p+ g+ 2)(p+2q+ 12p+3g+ 3 +(p+q+2X2p +q + 1) 3p+2q+3)22 —2p+ 29+ Ddp* +5¢° +9pg-+ 9+ 9+ Dy —22p+¢+ 1)(5p* +4¢° +9pg-+ 9p+9g+ 4z —2p-+ g+ 2)dp? +4g* +9pq +9p+9q+5)z=0

estando el punto H, situado sobre dicha conica (ya que sus coordenadas verifican la ecuacion de ésta),

por lo que esta circunscribe al hexagono HHyH3HiHsHgs. Ademés, esta conica es una elipse, ya que
es no degenerada, pues:

(p+2g+1)2p+g+1)3p+3g+2) —(Q2p+q+1)5p* +4g +9pq +9p+9g+4)  —(2p+q+1)5p* +4¢* +9pg+9p+9g+4)
—(2p+q+1)(5p* +4q° +9pg +9p+9g +4) (p+q+2)p+2g+1)02p+3q+3) ~p+q+2)ap +4g7 +9pg+9p+9q+5) | ==64(1+p+q)'Q+p+q)1+2p+g)1+p+2g)5+11p+5p*+ 1g+ 1pg+5¢7) +0
—Qp+q+1)(Sp*+4q7 +9pg+9p+9g+4)  —(p+q+2)0Ap* +4g+9pq+9p+9q +5) (p+g+2)2p+q+1)Gp+2g+3)

y no tiene ningin punto en la recta del infinito, ya que el discriminante del siguiente sistema de
ecuaciones:

0=(p+2g+1)2p+q+ 1)3p+3g+ 20 + (p+ g+ 2)p+2g+ 1)2p+3g+3)y + (p+ g+ 2)2p+ g+ 1Bp+2g+3)2 = 2Ap +2g + 14 +5¢° +9pq +9p+9g + 4y = 22p +q+ 1)5p* +4g* + 9pg+ 9p+ 99 + 4z = 2p+ g+ 2Wdp* +4¢° +9pg +9p+ 9g + 5)yz
O=x+y+z

€S
Ay =-256(p+q+ 1) (p>+¢*+3pg+3p+3g+1)<0

Finalmente, como las coordenadas del centro 7 de esta conica (conjugado de la recta del infinito
respecto de ella) vienen dadas por la solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

(p+2q+ 1D2p+q+1)3p+3g+2) ~(2p+q+1)(5p> +4¢% +9pg +9p+9q+4) —(2p+q+1)(5p* +4q* +9pg +9p+9q +4) 1

0=[ x y zj ~Qp+q+1)(5p*+4¢>+9pg+9p+9q+4) (p+q+2)p+2q+1)2p+3g+3) —(p+q+2)4p* +44* +9pq+9p+9g+5) -1
-Qp+q+1)5p*+4¢> +9pq+9p+9g+4)  —(p+q+2)4p>+4¢*+9pq+9p+9q+5) (p+q+2)2p+q+1)3p+2g+3) 0
(p+2g+1)2p+q+1)3p+3g+2) -(2p+q+1)(5p> +4q* +9pg +9p+9q+4) —(2p+q+1)(5p* +4q* +9pg +9p+9q+4) 1

0=( Xy z —(2p+q+1)(5p> +49% +9pq+9p +9q +4) (p+q+2)p+2q+1)2p+3g+3) —(p+q+2)4p*+4¢> +9pg+9p+9q+5) 0
—Qp+q+1)5p*+4¢> +9pq+9p+9g+4)  —(p+q+2)4p>+4¢*+9pq+9p+9q+5) (p+q+2)2p+q+1)3Bp+2g+3) -1
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entonces:
T=(Q+p+q)(1+5p+3p>+5q+Tpq+3q*>): (1 +2p+q)B3+5p+p*+Tq+5pq+3q*): (1 +p+2q)3+7p+3p>+5q+5pq+q*))
por lo que este punto coincide con el punto G siy so6lo si:

(0,0,0)=(2+p+¢)1+5p+3p>+5q+Tpq+3¢*),(1 +2p+q)3 +5p+p*+7q+5pq +3¢),(1 + p+2¢)3+ Tp + 3p* + 5¢ + 5pg + ¢*)) x (1,1,1)

0,0,00=(p-)A+p-p*+q-pg—g*),(1-q)1 —p-p>*+q-pg+q*),(p— 1)1 +p+p>—q-pg—q*))

es decir, siy solosi p=¢=1 (lnica soluciéncon p>0 y ¢g>0), o lo que es lo mismo, si y solo si
P=G.

® Como G=(1:1:1)y:

Hi =GB+3p+2¢:0:1+p+2q)
H,=@B+2p+3g:1+2p+q:0)
Hy=Q+p+q:2+3p+3q:0)
Hy=(0:343p+2q:1+p+2q)
Hs=0:1+2p+q:3+2p+3q)
Hs=Q+p+q:0:2+3p+3q)

entonces:
1 1 1
3+2p+3g 1+2p+qg O
(GH,H;) | 2+p+q 2+3p+3q 0|  14p+2g
(4BC) 48(1+p+q) T 12(1+p+q)
1 1 1
0 3+3p+29g 1+p+2q
(GH,H5) 0 1+2p+q 3+2p+3q 24p+gq
(4BC) ~ 3 T 120+p+q)
1 1 1
2+p+q 0 2+4+3p+3qg
(GH¢H,) | 3+3p+2¢ 0 l+p+2q 1+2p+q
(4BC) 3 " 12(1+p+q)
por lo que:
(GH,H;) | (GH4Hs)  (GH¢H,) ~_l1+p+2q 2+p+g l+2p+q 1

(BC) T (BC) TT(BC) T 12(l+p+q) T 12(0+p+q)  12(0+p+q) 3
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recta polar de G

recta polar de B

recta polar de C

recta polar de A

r
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