TRIANGULOS CABRI

Problema 958. (propuesto por César Beade Franco) Sea 4BCD un cuadrilatero convexo. Consideremos los
cuatro triangulos resultantes de agrupar los vértices de tres en tres y sus respectivos circuncentros
A'=0usp, B =048c, C'=0pcp Y D' =0Oycp. Demostrar que los cuadrildteros ABCD y A’B’C’D’ tienen
angulos suplementarios. ;, Y si el cuadrilatero ABCD es concavo o se interseca ?.

Solucion:

Vamos a suponer que el cuadrilatero ABCD no es ciclico, ya que, si lo fuese, los cuatro puntos 4, B’, C’ y
D’ coincidirian, por lo que el problema no tendria sentido.

@ Si el cuadrilitero ABCD es convexo, entonces, ninguno de sus vértices es interior al tridngulo
determinado por los tres vértices restantes, por lo que, en particular, el vértice D ha de ser exterior al
triangulo ABC 'y debe estar situado sobre la regién del plano (sobre el que estd contenido el
cuadrilatero 4BCD) determinada por los semirrectas B4 y BC. Ademas, como el cuadrilatero ABCD
no es ciclico, el punto D no puede estar situado sobre la circunferencia circunscrita al triangulo ABC,
por lo que vamos a distinguir dos casos, siendo la recta B’A’ la mediatriz mp, del segmento BA y la
recta B’C’ la mediatriz mpc del segmento BC:

O Sielpunto D es exterior a dicha circunferencia, resulta que:
p=ABDC< ABAC=0
por lo que:
ABC'C=2p<20=ABOC

y, por tanto, el punto C’ esta situado sobre la semirrecta (de las dos semirrectas que determina el
punto B’ sobre la recta mpc) que no interseca al segmento BC. Razonando de forma totalmente
analoga, podemos concluir que el punto A4’ esta situado sobre la semirrecta (de las dos
semirrectas que determina el punto B’ sobre la recta mp,) que no interseca al segmento BA. Por
tanto:

AA'B'C' = A(mps,mpc)
® Sielpunto D es interior a dicha circunferencia, resulta que:

p=ABDC>ABAC=0

por lo que:
ABC'C=28>20=ABOC

y, por tanto, el punto C’ esta situado sobre la semirrecta (de las dos semirrectas que determina el
punto B’ sobre la recta mpc) que interseca al segmento BC. Razonando de forma totalmente
analoga, podemos concluir que el punto A’ estd situado sobre la semirrecta (de las dos
semirrectas que determina el punto B’ sobre la recta mp,) que interseca al segmento BA. Por

tanto:

AA'B'C' = A(mps, mpc)
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Una vez aclarado todo esto, como las mediatrices mpg,; y mpc forman angulos rectos con las rectas BA
y BC, respectivamente, entonces, el angulo A (mp4,mpc) opuesto al angulo A CBA en el
cuadrilatero que determinan estas cuatro rectas verifica que:

A(mBA,ch)zzn—g—g— ACBA=n— A CBA

por lo que:
A_A/B/C/ = A_(mBA, mgc) =n— ACBA
y, razonando de forma totalmente analoga, obtendriamos que:
AB'C'D'=rn— ADCB
ACD'A =n— AADC
AD'A'B'=n— ABAD

@ Si el cuadrilatero ABCD es concavo, alguno de sus vértices es interior al tridngulo determinado por los
tres vértices restantes, por lo que vamos a distinguir cuatro casos:

O Siel vértice D es interior al triangulo ABC, entonces, es interior a su circunferencia circunscrita,
por lo que, razonando igual que para el caso convexo, resulta que:

AA'B'C'= A(mpy,mpc)=1— ACBA

(en este caso el vértice B corresponde al angulo opuesto al angulo codncavo)
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® Si el vértice A4 es interior al tridngulo BCD, entonces, el vértice D es exterior a la
circunferencia circunscrita al triangulo ABC, por lo que, razonando igual que para el caso
convexo, resulta que:

A_A/B/C/ = A_(mgc,mBA) = A_CBA

(en este caso el vértice B no corresponde ni al angulo coéncavo ni a su angulo opuesto)
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© Si el vértice B es interior al tridngulo ADC, entonces, el vértice D es exterior a la
circunferencia circunscrita al triangulo ABC, por lo que, razonando igual que para el caso
convexo, resulta que:

AA'B'C'= A(mps,mpc)=n— ACBA

(en este caso el vértice B corresponde al angulo concavo)
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O Si el vértice C es interior al trisngulo ABD, entonces, el vértice D es exterior a la
circunferencia circunscrita al triangulo ABC, por lo que, razonando igual que para el caso
convexo, resulta que:

AA'B'C= A(mpc,mps) = ACBA

(en este caso el vértice B no corresponde ni al angulo concavo ni a su angulo opuesto)
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Podemos, pues, concluir que, si el cuadrilatero ABCD es concavo, por ejemplo en el vértice D,
entonces:

AA'B'C'=n—ACBA
AB'C'D'= ADCB
ACD'A'=n— AADC
AD'A'B'= ABAD
@ Siel cuadrilatero ABCD se interseca, vamos a distinguir también dos casos:
O Sielpunto D esté situado sobre la region del plano (sobre el que esta contenido el cuadrilatero
ABCD) determinada por los semirrectas CA y CB (tanto si es exterior como si es interior a la
circunferencia circunscrita al tridangulo ABC), razonando de igual forma que en el caso convexo,

resulta que:

AC'B'A"= A(mpc,mps) = ACBA

(en este caso AB intersecaa CD)
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® Sielpunto D esté situado sobre la region del plano (sobre el que esta contenido el cuadrilatero
ABCD) determinada por los semirrectas 4B y AC (tanto si es exterior como si es interior a la

circunferencia circunscrita al tridngulo ABC), razonando de igual forma que en el caso convexo,
resulta que:

AC'B'A"= A(mpc,mps) = ACBA

(en este caso AD intersecaa BQC)

Podemos, pues, concluir que si el cuadrilatero ABCD se interseca, entonces:

AC'B'A'"= ACBA
AB'C'D'= ADCB
AC'D'A"= AADC
AD'A'B'= ABAD
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