TRIANGULOS CABRI

Problema 961. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un tridangulo ABC rectangulo en B,
se considera un punto D que no esta situado sobre ninguna de las rectas que contienen a sus lados:

@ Probar que existe una tnica conica de tipo hiperbolico que circunscribe al cuadrildtero 4BCD siendo
sus asintotas perpendiculares. Indicar en que casos esta conica es degenerada.

@ Probar que, si dicha conica no es degenerada, entonces, es tangente en el punto B a la altura
correspondiente al vértice B del triangulo ABC.

Solucion:

Como el triangulo ABC es rectangulo en B, se verifica que:

SA=C2
br=a’+c*=14 Sp=0
Sc=a2

Ademas, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo 4ABC, existen p =0+ ¢ tales que
D=(1:p:q) vy, silaecuacion de una conica general circunscrita al dicho tridangulo es:

uxy+vxz +yz=0 (u,v e R)

(si el coeficiente de yz fuese nulo, imponiendo que esta conica pase por el punto D, se obtendria la conica
x(gy—pz) =0, que es el par de rectas formado por BC y AD, que sélo serian perpendiculares si el punto D
estuviese situado sobre la recta AB, lo cual no es posible), entonces, sus puntos del infinito vienen dados por
las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:

I =(2:—l+u—v—\/(u—v)2—2(u+v)+l :—l—u+v+\/(u—v)z—Z(u+v)+lj

{Ozxy+vxz+wyz N
O=x+y+z _(n. 2 . 2
Y 12—(2.—1+u—v+\/(u—v) —2w+v)+1 .—1—u+v—\/(u—v) —2(u+v)+l)

por lo que, imponiendo que las asintotas de esta conica sean perpendiculares, resulta que:

0=1,-1, :>4(c2+a2u):>u:—?

y, por tanto, la ecuacion de una coénica general de tipo hiperbolico que circunscribe al tridangulo 4BC siendo sus
asintotas perpendiculares es:

—2xy+atvxz+a*yz=0(wv eR)
A continuacién, imponiendo que esta conica pase por el punto D, obtenemos que:

pc?—a’q)

-*p+a*vg+a’pg=0=v= 2

por lo que la ecuacion de la tnica conica de tipo hiperbolico que circunscribe al cuadrilatero ABCD siendo sus
asintotas perpendiculares es:

—c2gxy +p(c* —a*q)xz+a*qyz=0
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siendo:
0 —2q p(c? —a’q)
—c?q 0 a’q =-2a’c?’pq(c*—a*q) =0 c?-a’q=0
p(c?*—a*q) a’q 0

lo cual significa que esta conica es degenerada si 'y solo si el punto D=(1:p:q) esta situado sobre la recta de
ecuacion:

cix—a’z=0
que corresponde a la altura correspondiente al vértice B del triangulo ABC. Finalmente, si esta conica es no

degenerada (es decir, si es una hipérbola equilatera), como la ecuacion de la recta polar del punto B respecto de
ella es:

0 —2q p(c?—a*q) |[ 0
0= ( Xyz ) —c%q 0 a’q 1 |=—g(c’x—a%z) > c*x—a’z=0
p(c? —a*q) a’q 0 0

entonces, esta hipérbola equilatera es tangente en el punto B a la altura correspondiente al vértice B del
triangulo ABC.
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