TRIANGULOS CABRI

Problema 963. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un tridngulo heptagonal ABC con
circunradio R, probar que:
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Como el angulo central del heptagono regular es 27” entonces:
L2z -
_o| 7 |_b5n _ /1 _n _4n
AADC=2 5 =3 = ACAD = 5 _7:>A_BAC— Vi
y como el cuadrilatero ABCD es un trapecio isésceles, resulta que:
n=AADC+ACBA=2L 1 4ACBA= ACBA=2L = 4ACB=2Z

Ademas, por razones de proporcionalidad, podemos suponer que el lado del heptadgono tiene longitud unidad,
por lo que, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo ABC, resulta que c=1, por lo
que:

© Como las ecuaciones de la recta paralelaa BC pasando por A y de la bisectriz interior correspondiente
al vértice B son:

AD=0=y+z
BD=0=x-az

entonces, resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, obtenemos que:

D=(@:-1:1)
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© Como la ecuacion de la circunferencia circunscrita a dicho triangulo es:
Xy +b2xz +a%yz=0
entonces, imponiendo que el punto D esté situado sobre ella, resulta que:
a(bz—a—l)=Oa:>>0b2—a—1=0:>a=b2—l
® Como, segln el Teorema del Coseno, se verifica que:

b?=a’+1-2a 003(2—7”)

entonces, resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, obtenemos que:

a=1+2 cos(z%)
b=2 cos(%)

Una vez aclarado todo esto, como el polinomio de Chebyshev para n=7 es:

T,(x) = 64x7 — 112x° + 56x3 — 7x

T{cos(%)] =cos(z) = -1
entonces, cos(%) es una raiz de la ecuacion:

64x7 — 112x° +56x° - 7x = -1
es decir, es una raiz de la ecuacion:
0= 64x7 —112x5 +56x3 — 7x+ 1 = (x + 1)(8x3 — 4x2 — 4x +1)°
y, por tanto, es una raiz de la ecuacion:
8x3 —4x2—4x+1=0
lo cual significa que:

b3-b2—-2b+1= 80033(%) —40052(%j —4005(%) +1=0

y, en todos los calculos que vamos a hacer a continuacion, tendremos en cuenta los restos médulo el polinomio
b®-b%2-2b+1. Como:

0= (aZSA . bZSc . CZSc)
=(-1+b+b2:1-2b-2b2:1-b-2b?)

_(—1+b+b2 . 1-2b-2b%  1-b-2b? )
“\1-2b-3b2 " 1-2b-3b2 " 1-2b—-3b2
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Y.
Slegb
2
S —1+t)2+2b
entonces:
R? = AD?
_1-b( -1+b+h? 2 14b(1-2b-2b2)\* —1+b+2b%( 1-b-—2b%)?
=73 (1—2b—3b2_1) 73 (1—2b—3b2) 9 (1—2b—3b2)
_2b2+b+1
= 7
_ (b%+b)+b%+1
= 7
_a’+b%+c?
= 7
_ AB?+BC?+CA?
= 7
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