TRIANGULOS CABRI

Problema 968. (propuesto por Antonio Casas Pérez) Dado un segmento AB, se considera una recta | que
pasa por el punto A y forma un angulo B con larecta AB. Sitomamos un punto P (distinto de A) sobre
dicha recta y un punto Q tal que el punto B es el punto medio del segmento PQ, probar que el lugar
geométrico que describe el centro de la circunferencia de Euler del tridngulo APQ cuando el punto P recorre
larecta | esuna parabola. ¢ Para qué valores del angulo g dicha parabola es tangente a la recta AB ?.
Solucion:

Considerando el punto C de larecta | tal que el tridngulo ABC es rectangulo en B, resulta que:

S/.\=C2
b?2=a?+c?=>14 Sg=0
Sc=a2

Ademas, considerando coordenadas baricéntricas con respecto a dicho triangulo, si P=(t:0:1-t) (t=1),
entonces:

Q=(-t:2:t-1)
por lo que los puntos medios de los lados del tridngulo APQ son:

B=(0:1:0)
D=(1-t:2:-1+t)
E=(1+t:0:1-1)

siendo la ecuacion de la circunferencia de Euler del triangulo APQ (circunferencia circunscrita al triangulo
BDE):

2[c?xy + (@% +c?)xz + a?yz] + [(t—1)(@%(t— 1) + c?(t+ 1))x + (t+ 1)(@%(t - 2) + c2t)z](x +y+2) =0
cuyo centro es el punto:
Inpo = (@2(@2(t—1)% +c2 +c2t2) : —a*(t—1)° +a2c?(3 - 2t)(t+ 1) — c*t(1 +1) : c?t(a2(t— 1) + c2(t+1)))
y eliminando los pardmetros t y @ del siguiente sistema de ecuaciones paramétricas:

x = 0a?[a2(t—1)° +c2 + c2t? ]
y=0-[a*t—1)"+a2c2(3-2t)(t+1)—c*t(1+t)] (0=0,t=1)
z=0c?t[a?(t—1) +c2(t+1)]
obtenemos la ecuacion de lugar geométrico que describe dicho circuncentro:
c?(a? —3c?)x? —c2(a? + c?)y? + (8a* + 5a%c? +¢*)z? + 4c*xy + 4c?(3a% + ¢?)xz — 2¢%(3a? +¢c?)yz=0

que corresponde a una parabola, ya que es una conica no degenerada, pues:

2c2(a? —3c?) 4c* 4c2(3a2 +c?)
4¢c* —2c2(@?+c¢?) -2c2(3a?+c?) | =64a*c*(@+c?)?%0
4c2(3a? +¢2?) —2c2(3a? +c2) 2(8a*+5a2c?+c*)
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y tiene un unico punto en la recta del infinito, cuyas coordenadas estan determinadas por la solucién del
siguiente sistema de ecuaciones:

{ 8 z éz?g;—z%z)xz —c2(a? +c?)y? +(8a* +5a%c? +¢c*)z? + 4c*xy + 4¢c?(3a? + ¢2)xz — 2¢%(3a% + ¢?)yz
siendo:
T,=(%:-a%-c?:¢c?)
por lo que:

T, -CA, =Saa%2—-Scc2=c?a?—-a?c?=0
y, por tanto, los diametros de esta parabola son perpendiculares a la recta CA, lo cual significa que su directriz
es paralela a dicha recta. Finalmente, como esta parabola corta a la recta AB en el punto medio U=(1:1:0)
del segmento AB y en el punto V=(a?+c?:-a%+3c?:0), imponiendo que la parabola sea tangente a la
recta AB, obtenemos que:
U=V=a?+c?=-a?+3c?=a?=c?=a=c=>b=,2¢c

por lo que f= %
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