TRIANGULOS CABRI

Problema 972. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dados cuatro vértices consecutivos C, D,
A y B de un poligono regular de trece lados, se considera el punto E situado sobre la recta CA4 vy tal que
A ABE = A ACB. Probar que los angulos del triangulo BCE verifican que:

J13 +1
4

cosB+cosC+cosE =

Solucion:
Como el angulo central del poligono regular de trece lados es %, entonces:

2n 1z
13 1z T3 n

y como el cuadrilatero ABCD es un trapecio isosceles, resulta que:

7= AADC+ A CBA = %,f‘ +ACBA= ACBA=2% = 4 4CB=E

y, por tanto:

AECB=AACB=-"2%
13 ~ ABEC=p— L 3% _ 9%
3n Tl T3

A CBE=ACBA+ AACBzﬁ
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Tenemos, pues, que probar que:
On 3n n V13 +1
¢ cos(ﬁj + COS(H) + cos(ﬁ) = 2 ?
y, para ello, vamos a utilizar los polinomios de Chebyshev, definidos de forma recurrente por:

To(x)ZI
Ti(x)=x
VneN/ n>2:T,(x)=2xT1(x) = T,o(x)
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y que tienen la siguiente propiedad:
Vv neNU{0}: T,(cos 0) = cos(nd)
® Como:

T153(x) = x(4096x'2 — 13312x'% + 16640x® — 9984x6 +2912x* —364x? + 13)

T13[COS(%)] =cos(n) =-1

entonces, cos(ﬁ) es una raiz de la ecuacion:

0="T1300)+1=Cr+ 1)(64x° —32x5 — 80x* +32x3 +24x% —6x — 1)*
y de la ecuacion:
64x°% —32x5 —80x* +32x3 +24x*> —6x—-1=0

® Como:

COS(%) + COS(%) + COS(%) =— COS(%) + COS(%) + COS(%)

SPIAVES) IR WWES) NNES

Ts(x) =x(4x2-3)
Ti(x)=8x*—8x2+1

considerando el polinomio:
p(x) = =T4(x) + T5(x) +x

resulta que:

[4p(x)— 117 =13 = (32x* — 16x3 = 32x2 + 8x+5)° — 13
=4(4x% —2x —3)(64x° —32x° —80x* +32x3 +24x> —6x—1)

por lo que, en particular, para x = cos(%), se verifica que:

o)) T 130

es decir:

4p[cos(%)] -1=/13
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ya que:
sfens(5)] 1= ol ) oo 38 ol )1 S0
y, por tanto:
J13 +1 - 9 In .
4 =p[cos(§)] = COS(H) + cos(ﬁj + cos(ﬁj =cosE+cosB+cosC
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