P973

Propuesto por M.A. Pérez

Dados un tridngulo ABC y un punto P, se consideran los puntos Dy J de
interseccion de la recta paralela a CA pasando por P con las rectas AB y BC,
respectivamente, los puntos E y L de interseccion de la recta paralela a BC
pasando por P con las rectas AB y CA, respectivamente, y los puntos Fy M de
interseccion de la recta paralela a AB pasando por P con las rectas BCy CA,
respectivamente. Probar que existe una conica que circunscribe al hexagono

DEFJLM. Clasificar dicha cdnica segun la posicidon del punto P. ¢En qué casos
el centro T de dicha cénica coincide con el punto P?

Solucién (Propuesta por A.Casas)

Los puntos de cualquier paralela a un lado del triangulo, tienen la misma coordenada
baricéntrica absoluta correspondiente a ese lado pues el area del triangulo que
determinan con los extremos de ese lado es la misma.

Asi, si r:s:t son las coordenadas baricéntricas absolutas de P, los puntos D,E,F,J,L,M
tienen como coordenadas E=r:1-1:0;L=r:0:1-r;D=1-s:5:0;J=0:s: 1-s;
M=1-t:0:t;F=0:1-t: t

Sea c la cdnica que determinan los puntos E,L,D,J,M. Dicha cénica tendra una
ecuacion en coordenadas baricéntricas homogéneas de la forma f(x,y,z)=0 que sera
un polinomio homogéneo de grado 2, esto es:

flx,y,2) = ax? + by* + cz* + dxy + exz + gyz =0
Sustituyendo las coordenadas de E,L,D.J,M tendremos el sistema homogéneo
ar’+b(1-r)+dr(1-r)=0
ar’+c(1—-r)2+er(1—-71)=0
a(1—s)?+bx*s>+ds(1—-s)=0
bs?+c(1-5)?>+gs(1—s)=0

a(l—t)2+ct>?+et(1—¢t)=0

Resolvemos el sistema y ponemos a=1 por homogeneidad y se tiene

f(x.y,Z)=x2+’”(_1+S)y2 r(—l—i—t)z2 (-r+2rs+1—s)xy
s(-1+r) t(-1+r) s(-1+r)
(-r+2rt+1—1)xz r2st—s+1l—t)yz _
+ (-14+r)¢ + st(-1+7r) 0
Y asi

f(F) = (0,1-t,t) =0



esto es, F pertenece a la conica c.

La condicién necesaria y suficiente paraquea=b=c=d=e =g =1 es que P tenga
iguales sus coordenadas baricéntricas, esto es, P = 1/3:1/3:1/3 y P coincide con el
baricentro de ABC.

En tal caso si M’ es el simétrico de M = x:y:z respecto del baricentro de ABC,
tendremos M’ = 2/3 -x: 2/3 -y: 2/3 -z 'y si M pertenece la cdnica c.

f(2/3 -x, 2/3 -y, 2/3 -z) =

G +G=) + G2 +G-9G-)+ GG +G-)G-7)-

2\* 8
x2+y2+zz+xy+xz+yz+6*(§> —5*(x+y+z) =0puesx+y+z=1
Esto es, el simétrico respecto al baricentro de todo punto de la cénica, esta en la
coOnica y asi centro de la conica y baricentro coinciden. La condicion para que centro
de c y baricentro de ABC coincidan es que P sea tal baricentro.

La cdnica c es una elipse cuando P esta encerrado por la elipse de Steiner de ABC,
una hipérbola (degenerada si P es A,B o C) cuando no lo esta y una parabola cuando
P pertenece a tal elipse.

La demostracion que he encontrado de este ultimo hecho es bastante analitica y utiliza
resolucion de ecuaciones que he hecho con un programa informatico (Maple) por lo
gue quedo a la espera de una demostracion mas sencilla.

Basicamente, busco si c tiene puntos en el infinito y cuantos. Los puntos del infinito de
c tienen coordenadas baricéntricas absolutas x: y: z: con x+y+z=0. Resuelvo pues el
sistema f(x,y,z)=0 ; x+y+z=0. Obtengo como solucién:
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Tal solucion es real cuando el radicando sea positivo, compleja cuando sea negativo y
doble cuando sea O.

Como el radicando es una ecuacion homogénea de 2° grado, los puntos P =r: s: t:
recorren una conica. Encontramos dicha conica buscando 5 puntos y resulta ser la
inelipse de Steiner de ABC. Para asegurar que es tal inelipse comprobamos que pasa
por los puntos (0,1/2,1/2) , (1/2,0,1/2) y (1/2,1/2,0).






