Debido al coronavirus, esta edicidn de tridnguloscabri sera del 16 de Enero al 28 de febrero de 2021.

Problema 973.- Dados un triangulo ABC y un punto P, se consideran los puntos D y | de interseccion de
la recta paralela a CA pasando por P con las rectas AB y BC, respectivamente, los puntos E y L de inter-
seccion de la recta paralela a BC pasando por P con las rectas AB y CA, respectivamente, y los puntos
F y M de interseccidn de la recta paralela a AB pasando por P con las rectas BC y CA, respectivamente.
Probar que existe una conica que circunscribe al hexdgono DEFJLM. Clasificar dicha cdnica segun la
posicién del punto P. ¢En qué casos el centro T de dicha cdnica coincide con el punto P?
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Existencia de la cénica y clasificacion:

El hexdgono DELMF] verifica el teorema de Pascal (sus lados opuestos son paralelos) y por tanto hay
una cdnica que pasa por esos vértices.
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Para clasificar esta cdénica en el caso general tomamos coordenadas baricéntricas relativas al triangulo
ABC. (Los detalles del calculo se pondran al final, para no hacer demasiado pesada la lectura).

Con P(u:v:w) se obtiene una cdnica de ecuacion
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de centro el punto T, y que en el infinito es vx? + (u + v — w)xy + uy? = 0.
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El discriminante de esta ecuacién es (1 + v — w)? — 4uw; sus ceros, en estas coordenadas, son los pun-
tos de la elipse de Steiner inscrita en ABC que es tangente a los lados en los puntos medios y su centro
es el baricentro.



Tendremos por tanto, elipses cuando P sea interior a la cdnica de Steiner, hipérbolas cuando sea exte-
rior y parabolas cuando esté sobre ella, como ilustran las figuras.

El centro de la cdnica coincide con P cuando éste es el baricentro del triangulo.

El centro de la cénica coincide con el punto
P cuando éste es el baricentro de ABC, como es
facil de demostrar. De las propiedades del baricen-
tro los puntos L,M; D,E y F,] dividen en tres
partes iguales los lados del triangulos. AD es un
tercio de AB y AM un tercio de AC, de ahi que MD
sea paralelo a BC y congruente con FJ. En resu-
men MDF] es un paralelogramo inscrito en la
conica y su centro (y también el de la cdnica) es el
baricentro.

Calculo de la ecuacion de la cdnica.

Poniendo P(u:v:w) y teniendo en cuenta los puntos del infinito de los lados (1: —1:0); (1:0:=1) y
(0: 1: —1) si imponemos las condiciones del problema obtenemos las siguientes coordenadas:
Euv+w:0);L(u:0:v+w);J(0:viu+w); D(u+w:v:0); F(0:u + v:w); M(u + v: 0:w).

Consideramos el cuadrilatero ELJF. Vamos a expresar las conicas que pasan por sus vértices. Hacemos
el producto de las rectas opuestas (paralelas) EL: (v + w)x —u(y +z) =0y JF (x = 0) y por otra
parte el de las rectas opuestas JL: v(v + w)x +u(u + w)y —uvz =0y EF:w(v + w)x — uwy +
u(u+v)z=0.

La ecuacion del haz de cénicases A - JF - EL 4+ JL - EF = 0. Con esto y el punto M (u + v, 0, w) hallamos
la ecuacién de la conica.

Obtenemos finalmente
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Ahora hacemos z = —x — y para quedarnos con los puntos del infinito. Después de operar se consigue
para los puntos del infinito la ecuacién vx? + (u+v—-—w)xy+ uy?=0.m



