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Enunciado

Sea ABC un tridangulo, P un punto en su plano y n1 un numero positivo. El tridngulo
A1B1C1 homotético de ABC con centro de homotecia P y razén nl1 comparte las mis-
mas cevianas de P. Probar que los 6 puntos de interseccién de las prolongaciones de
los lados de A1B1C1 y las prolongaciones de ABC que no son A, B, C, Al ,Bl1,C1
pertenecen a una misma coénica y que al variar n 1 los centros de tales conicas
describen un segmento rectilineo.

(Pequefio cambio en el enunciado). Probar ademds que dicha coénica es elipse si P es
interior a ABC e hipérbola si es exterior. ;Qué tipo de cdnica tendremos si estd en la
frontera?

(Aportacién de Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega, a quien agradezco la indicacién)
Probar, ademas, que dicha cénica es de tipo parabdlico si elpunto P estd situado sobre
la inelipse de Steiner del tridngulo ABC, es de tipo eliptico si el punto P esinterior a
dicha inelipse y es de tipo hiperbdlico si es exterior a dicha inelipse

Propuesto por Antonio Casas Pérez.

Solucion

de César Beade Franco
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Los dos afiadidos son incompatibles. Segun veremos es la in-elipse de Steiner la fron-
tera que discrmina el tipo de cénica.

Como es un problema de geometria afin cefiiremos la demostracién al tridngulo equi-
latero de vértices A(0,2), B(%, 0) y C(%, 0). El centro de homotecia es P(p,q) y la

razon de homotecia k.
En estas condiciones el triangulo homotético sera A'(p-k p,k (2-9)+q),

B'(x (———p) +p, a-kq)y C(k (F—p) +p, 9-kq).

V3

Los puntos de interseccion son
D=ABNCA'=(-% (-1+%) (3p+V3 (-2+q)), = (2+2k-/3 (-1+k) p+qa-kq)),
E=ABnC’B’=(’2?73’kq, q-kq), F=BCNAB'=(p+ k (-3p+V3 (-2+q)) - -+, 0),

NGy
G=BCNAC'=(p- k (3p+V3 (-2+q))+ <, 0),



H=CAnB’A’=(% (-1+k) <—3p+\/? (72+q)), %(27\/?p+k (2+\/?pfq) +q>),
I=H=CANnB'C.

La cénica DEFGH tiene por ecuacion

q(k? (-3p?+ (-2+q)?) +@P+k (-2 (-2+q) g+6p (p-%)) -3 (p-x)?) +
(4-3g°+k (4-3p?-8g+3g®)+3p (p-2x))y+(-4+3q) y*=0.

Las coordenadas de I la verifican asi que I pertenece tmbién a la cénica.
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Para analizar el tipo de coénica calculamos su invariante afin. Su valor es
IA=- % +p-p?+qg-pqgq-qg’=-Pot(P), donde Pot(P) es la potencia del punto P respecto a

su circunferencia inscrita. Si P es interior a dicha circunferencia Pot(P)<0 = IA>0 vy la
conica es una elipse. Y si P es exterior tenemos una hipérbola.

En un tridngulo equildtero la circunferencia inscrita es la in-elipse de Steiner que no
varia por una transformacién afin, concluimos que para cualquier tridngulo las cdnicas
asi obtenidas seran elipses, parabolas o hipérbolas segin P sea un punto interior,
frontera o exterior a la in-elipse e Steiner.
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Si P estd sobre un punto de tangencia de la circunferencia inscrita con un lado del
triangulo la conica deviene en un par de rectas paralelas.

Observamos también la situacién cuando P es interior al tridngulo pero exterior a la
circunferencia inscrita. Aparece una hipérbola contradiciendo el primer cambio del



enunciado.
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Cambidmos de triangulo.
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En cuanto a los centros, su expresion en funcidon de k resulta ser para el tridngulo
anterior

—(Ll _n A (1+k) (-1+q) q (-4+3p?+3 -k (4+3p?-8g+3?)) . ,
Ck=(3p |1-k- S miaa )" S Te i g ). Eliminando el parametro




obtenemos la ecuacién en x e y
P(-4+3p?+3q%) y=q(8p (-1+q) +3p?x+(-2+q) (-2+3q) x),
de primer grado, o sea, una recta.

out[969]=

]

¢Y qué pasa con las parabolas? Parece que los focos estan alineados.
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