TRIANGULOS CABRI

Problema 977. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un triangulo ABC, para cada terna
de numeros positivos (u,v,w), se consideran dos puntos D y E interiores al segmento BC tales que:

BD:DE:EC=u:v:w

yun punto 7 interior a dicho triangulo tal que:

—> v —> w2

AT:(u+v+w)AB+(u+v+w)AC
Determinar el lugar geométrico que debe describir el punto 7 para que la circunferencia circunscrita al
triangulo ADE corte a los segmentos AC y AB en puntos P y (Q, respectivamente, tales que BP = CQ.
Para cada punto 7 situado sobre dicho lugar geométrico, construir graficamente los puntos D y E
correspondientes.

Solucion:

Si (u,v,w) es una terna de nimeros positivos, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo
ABC, como:

D=0:v+w:u)
E=0:w:u+v)
entonces, la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo ADE es:

—a’u(u+v)y? —a*wlv+w)z? + [cz(u v+w) —aulu+ v)]xy+ [bz(u vew) —a?wlv+ w)]xz+ W +v+w)+2uwlyz=0

por lo que, resolviendo los correspondientes sistemas de ecuaciones, resulta que:

P=(2u(u+v): cAu+v+w) —a2ulu+v): 0)
0=(@Pwlv+w):0:b*u+v+w)’ —a*wv+w))

luego:

2

BP— au(quv)2
clu+v+w)

_ awlv+w)

C bu+v+w)?
y, por tanto:

a*u(u+v) B a*w(v+w) _ a’lbu? + ew? + buv + cvw]
cwu+v+w)?  blu+rv+w)’ belu+v+w)?

0=BP-CQ=

lo cual significa que el punto:

v W % W _ u . v W (.
T:(l— UTVIW " U+Vv+w " u+tv+w - u+v+w>—(u+v+w “uUtvEw - u+v+w>—(u-"-w)

esta situado sobre la conica de ecuacion:

bx*+cz? +bxy+cyz=0
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Vamos a distinguir dos casos:
@® Si b=c, entonces, la ecuacion de esta conica es:
x-2)x+y+2z)=0
y corresponde al par de rectas formado por la mediana correspondiente al vértice B del triangulo 4BC

y la recta del infinito. Por tanto, en este caso, el punto 7 describe el segmento abierto BL, siendo L el
punto medio del segmento AC.

@ Si b+c¢, entonces, esta conica es una hipérbola que pasa por el punto B=(0:1:0) y por el punto
F=(1:-1:1) simétrico del punto B respecto del punto medio L del segmento AC, ya que es no
degenerada, pues:

2b b 0
b 0 — |=2bc(b-c)+0
0 —c —2¢

y tiene dos puntos en la recta del infinito, cuyas coordenadas estan determinadas por las soluciones del
siguiente sistema de ecuaciones:

O=x+y+z N Ii=(:-1:0)=4B.,
0=>bx*+cz> +bxy+cyz L=00:1:-1)=BC,
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Ademas, podemos obtener las coordenadas de su centro M (conjugado de la recta del infinito) a partir
del siguiente sistema de ecuaciones:

2b b 0 1
Oz(xyz) b 0 —c -1
0 — —2c 0
>M=(—:0:b)
2b b 0
Oz(xyz) b 0 - 0
0 — —2¢c )| -1

tratandose del punto de larecta A4 situado a distancia b (apuntando hacia el punto C si b>c o
|b—cl

hacia el lado contrario si b <c¢ ). Finalmente, como conocemos cuatro puntos de esta conica (los

puntos B y F y sus respectivos puntos simétricos respecto de su centro M ), aun necesitamos

determinar, al menos, otro punto, que puede ser cualquiera de sus puntos de interseccion con la recta

AC:

{le(ﬁ:O:ﬁ)
No=(-=yc:0:Jb)

(simétricos uno del otro respecto del centro M de la conica)

Por tanto, en este caso, el punto 7 describe el segmento hiperbdlico abierto BN;.

asintota
,

asintota
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