Pr. Cabri 983

Enunciado

Dado un tridngulo ABC con punto simediano K, se consideran los puntos medios D, E y
F de los segmentos BC, CA y AB, respectivamente, y la conica que pasa por los puntos
A D, E FyK.

Describir el centro de dicha cénica y razonar las siguientes cuestiones:

1) ¢ En qué casos serd una elipse ? 4 Puede ser en algun caso una circunferencia ?.

2) ¢ En qué casos sera de tipo parabolico ?. Cuando asi sea, indicar cuando sera degen-
erada o no degenerada y describir el par de rectas correspondiente cuando sea degener-
ada.

3) ¢ En qué casos sera de tipo hiperbdlico ?. Cuando asi sea, indicar cuando sera degen-
erada o no degenerada y describir el par de rectas correspondiente cuando sea degener-
ada. ¢, Puede ser en alglncaso una hipérbola equilatera 2.

Propuesto por Miguel Angel Pérez Garcia-Ortega.

Solucion

de César Beade Franco

Consideremos el triangulo A(a,b), B(-1,0) y C(1,0). Los otros puntos son D(0,0),
a+l b a-1 b 4 a 2Db
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Los 4 puntos A, D, E y F forman un rombo, lo que excluye parabolas salvo casos degen-

erados (par de rectas paralelas). Ademas el centro de la cénica es el punto de corte de

sus diagonales AD y EF, es decir su punto medio (%, g).
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La ecuacidn de la conica es
bix (1+ax)-2(-1+a?)?bxy-2b3 (a+x+a?x) y+ =0,

a(-1+a2)?y2+Db2 ((-1+a%) x (-1+ax)+a (3+a?) y?)

con matriz asociada
ab? (-1 +a?+Db?) —(-1+a%)?b- (1+a?) b %b2(l—a2+b2)

Mz=|_(-1+a2)?b- (1+a?)b? a+a’+3ab?+a? (-2+b?) -~ab? / cuyo
§b2 (1-a2?+b?) ~ab? 0

determinante vale

7%(71+a)a(l+a)b4 (-1+a%+b?) (1-2a+a’+b?) (1+2a+a’+b?).

Se anula si b=0 (triangulo ABC degenerado), a=-1, 0, 1 y a? +b%=1, situaciones que



analizaremos posteriormente.

1) Su invariante afines (-1+a) (1+a)b? (1-2a+a2+b?) (1+2a+a?+b?).

Salvo casos degenerados no se anula y su signo es negativo si -1<a<1. Asi que la
conica es una elipse si ae(-»,-1)U(1,), como vemos en el dibujo anterior.

La cdnica seria una circunferencia si ADEF fuera un cuadrado (a=0 y b=1) pero en este
caso la conica es degenerada.
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2) Nunca es una parabola. Si a=+1, la conica degenera en un par de rectas paralelas.
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3) La curva es una hipérbola si -1<a<l1.

Degenera en un par de rectas que se cortan si a? +b?=1, es decir, A situado en una
circunferencia de centro D y radio BC.

En este caso K esta alineado con E y F.

Nunca es una hipérbola equilatera salvo casos degenerados (a=0, par de rectas perpen-
diculares). Aqui la alineacidon de K se da con A y D.




