TRIANGULOS CABRI

Ejercicio 983. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un triangulo ABC con punto
simediano K, se consideran los puntos medios D, E y F de los segmentos BC, CA y AB, respectivamente,
y la conica que pasa por los puntos 4, D, E, F y K. Describir el centro de dicha conica y razonar las
siguientes cuestiones:

@ ¢ En qué casos serd una elipse ?. ;, Puede ser en alglin caso una circunferencia ?.

® ; En qué casos sera de tipo parabodlico ?. Cuando asi sea, indicar cuando serd degenerada o no
8
degenerada y describir el par de rectas correspondiente cuando sea degenerada.

® ¢ En qué casos serd de tipo hiperbolico ?. Cuando asi sea, indicar cuando serd degenerada o no
degenerada y describir el par de rectas correspondiente cuando sea degenerada. ; Puede ser en algun
caso una hipérbola equilatera ?.

Solucion:

Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo ABC, como K= (a%:b>:c?) y:

D=(0:1:1)
E=(1:0:1)
F=(1:1:0)

al ser la ecuacion de una conica general que pase por el punto 4 de la forma:
my? +nz? + uxy + vxz + wyz =0 (m, n,u,v,w € R)
imponiendo que pase por los puntos D, E, F'y K, resulta que la ecuacion de nuestra conica es:
—*Scy? +b2Spz? +c*Sexy —b*Spxz + (B> —c?)S,yz=0

cuyo centro (conjugado de la recta del infinito) es el punto medio O=(2:1:1) del segmento AD (cuando la
conica no es de tipo parabolico) y cuyo discriminante es:

A= 16bZCZSBSC
siendo el determinante de su matriz asociada:

0 CZSC —bZSB
0= CZSC —2CZSC (b2 —CZ)SA = 8b2(b+C)(b—C)SASBSC
—bZSB (b2 —CZ)SA 2b2SB

@ Esta conica sera una elipse cuando su discriminante sea negativo (por no tener nigiin punto situado en la
recta del infinito), es decir, cuando SSc <0, lo cual significa que uno de los angulos correspondientes
a los vértices B o C ha de ser obtuso. Ademas, en este caso, si una de estas elipse fuese una
circunferencia, habria de ser la circunferencia de Euler del triangulo 4BC, por lo que el punto 4 (y el
punto K) estaria situado sobre ésta, cuya ecuacion es:

Syx?+8py* +8cz? —xy—b*xz+a*yz=0
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lo cual implicaria que S, =0, es decir, que el tridngulo ABC seria rectangulo en A, siendo esto
imposible, ya que un tridngulo no puede tener un angulo obtuso y otro recto.

@ Esta conica sera de tipo parabolico cuando su discriminante sea nulo (por tener un inico punto situado
en la recta del infinito), es decir, cuando SpSc=0, lo cual significa que uno de los angulos
correspondientes a los vértices B o C ha de ser recto. Ademas, en este caso, como 6 =0, entonces, la
conica correspondiente sera degenerada, por lo que ha de ser un par de rectas paralelas, pudiéndose
distinguir dos casos:

© Sieltriangulo ABC es rectangulo en B, entonces:
0=Sg=a’-b>+c*=>b*=a*+?
en cuyo caso, la ecuacion de la conica es:

yx—y+2)=0

que corresponde al par de rectas paralelas formado por las rectas AC y DF, estando el punto
K=(a%:a*+c?:c?) situado sobre larecta DF vy siendo su centro el punto 4C,, =(1:0:-1).

A

® Siel triangulo ABC es rectangulo en C, entonces:

0=Sc=a*+b>-c*=>c*=a*+b?
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en cuyo caso, la ecuacion de la conica es:
Z(x+y-2z)=0

que corresponde al par de rectas paralelas formado por las rectas 4B y DE, estando el punto
K=(a®:b*:a®+b?) situado sobre la recta DE y siendo su centro el punto 4B, =(1:-1:0).

® Esta cénica sera de tipo hiperbélico cuando su discriminante sea positivo (por tener dos puntos situados
en la recta del infinito), es decir, cuando SSc>0, lo cual significa que los dos angulos
correspondientes a los vértices B y C han de ser agudos. Ademas, en este caso:

b=c
0=0c(b-0)S,=0 6
SA - O
lo cual significa que las cénicas de tipo hiperbolico seran degeneradas en los siguientes casos:
© Cuando el tridngulo ABC sea isosceles, con AB=AC, en cuyo caso, la ecuacién de la conica es:
(y-2)x-y-2)=0

que corresponde al par de rectas perpendiculares formado por las rectas 4D y EF y estando el
punto K =(a?: b?: b?) situado sobre la recta AD.
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© Cuando el triangulo ABC sea rectangulo en A, en cuyo caso, a’=>h>+c> por lo que la
ecuacion de la conica es:

(y-z)x-y-2)=0

que corresponde al par de rectas secantes formado por las rectas 4D y EF vy estando el punto
K=(b>+c?:b?:c?) situado sobre larecta EF.

(por tanto, si el triangulo ABC fuese rectangulo en A e isosceles, seria K =ADEF = Q)

Finalmente, en este caso, si la conica fuese no degenerada, seria una hipérbola, cuyos puntos del

infinito:
_[c [Sc e
h‘(b Sy b\/ J
_[c [Sc ._c |Sc
[2—([) SB +1: b J

verifican que:

(b =c2)a? + b2 +c?)

28 B 0+0=>b+c

LI, =

y, por tanto, esta hipérbola seria no equilatera.
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