TRIANGULOS CABRI

Problema 989. (propuesto por Antonio Casas Pérez) Determinar un punto P sobre la bisectriz interior
correspondiente al vértice A de un triangulo ABC, tal que la diferencia entre los angulos A APB y AAPC
sea maxima.

Solucién:

Si fuese b=AC=AB=c, entonces, para cualquier punto P situado sobre la bisectriz correspondiente al
vértice A del tridngulo ABC, tendriamos que:

A APB = AAPC

por lo que la diferencia entre los angulos A APB y A APC seria constantemente nula y el problema no tendria
sentido. Podemos, pues, suponer que b >c (si fuese b <c se razonaria de forma totalmente analoga), en cuyo
caso, si D es el punto del segmento AC tal que AB=AD, resulta que:

AAPB—- AAPC = ACPD

Ademas, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo ABC, como D=(b-c:0:c) yla
ecuacion de la bisectriz interior correspondiente al vértice A es cy—bz=0, si P=(t:b:c)(teR),
entonces:

PC=0=bx-ty
PD=0=bhcx+c(b-c—t)y+b(c—b)z

por lo que, si S es el doble del &rea del tridngulo ABC, se verifica que:

2bct? + (b +c)(@a—b+c)a+b—c)t+a?(b? +c?) - (b?—c?)?

Scot(A.CPD) = 2b—c)(b+c+t)

y, por ser decreciente la funcidn cotangente, la diferencia entre los dngulos A APB y AAPC serd maxima
cuando alcance su valor minimo la funcion:

2bct? + (b+c)(@a—b+c)a+b—c)t+a?(h?+c?)— (b —c?)?

i = 2(b— )b+ +1)
que verifica que:
0=fi(t) = bc([gjcz)ggiz):)i‘z] ot=—(b+0)+ [Carbr0)@rbs0)
Yy, COMO:
£1(t) = 2bc(-a+b+c)a+b+c)
~ (b=c)b+c+t)®
al ser:
2bc(-a+b+c)@a+b+c)
f'(-(b+c)+J(-a+b+c)@a+b+c) )= 0
(ore+ fCarbrclarbro) (b-c){(-a+b+c)a+b+c)’ .
f'(~(b+c)- J(ca+b+c)a+b+c) ) =- 2bcCatbre)atbrc)

(b-c){(-a+b+c)(a+b+c)’

Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega
16 de mayo de 2021 a 15 de junio de 2021



TRIANGULOS CABRI

debemos tomar:

P=(-(b+c)+ /Ca+b+c)a+b+c) :b:c)

de forma que:

2

AP2 =S, b+c +Sgb? +Scc? =bc = AB - AC
JEa+b+c)a+b+c)

es decir, el punto P estal que AP es la media geométrica entre AB y AC, y como:

—(b+c)+ JCa+b+c)a+b+c) =—(b+c)+/(b+c)* —a? <0

entonces, el punto P esta situado en el semiplano definido por la recta BC que no contiene al punto A.
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