"Probl ena 994. -

Sea ABC un triangul o. El egido un punto P de |la recta BC, se
construye la recta r que pasa por |os puntos proyecci én ortogonal
de P sobre las rectas AB y AC. Probar que dichas rectas envuel ven
una cénica. ¢Qué tipo de cébnica es la curva envuelta? Hallarl a.

Casas, A. (2021): Conuni caci 6n personal ."

Solucién de Florentino Damian Aranda Ballesteros. Cordoba.

» Laenvolvente de esas rectas es una PARABOLA perteneciente al Haz de conicas
determinado por los puntos de tangencia Tg sobre el lado ACy Tc sobre el lado AB del

triAngulo dado como ahora probaremos.

P {t, 0}

RectaAB: bx+ (1l-a)y=b-
Rect a perpendicul ar alarecta ABpor el puntoP: (a-1)x+by==(a-1)t

Recta AC: bx -ay =0 - Rectaperpendicular alarecta ACpor el puntoP: ax+by-==at

Punto Pg: (b 0 b ty;, P {azt abt}
unt o Pg: x-ay=0, ax+by==at}, Pg== ,
a2 +b? a?+h?
PuntoPc: {bx+ (1-a)y==b, (a-1)x+by==(a-1)t};
b2+t -2at +a?t b-ab-bt +abt

{ 1-2a+a?+Db? 1-2a+a%2+b? }

PC ==

aZt abt } 5 {b2+t-2at+a2t b—ab—bt+abt}
y N C::
a2 +b?2 a?+b? 1-2a+a2+b? 1-2a+a2+b?

Recta Pg Pc: PB=={

Rect a Pg
Pc: (-a®+a®-b*+ab®+at -a’t +b’t) x+b (a®+b*+t -2at)y==at (a®+b*+t -a (1+t))

Envol vente del as rectas PgPc:

{(-a®+a®-b?+ab’®+at -a’t +b’t) x+b (a®+b’+t -2at)y-at (a®+b?+t -a (L+t)) =0,
Ot ((—a2+a3—b2+ab2+at -a’t +b2t)X+b(a2+b2+t —Zat)y—at (a2+b2+t —a(1+t)) = )}

a ((-a®+a’-b?+ab’+at -a’t +b’t)x+b (a®+b?+t -2at)y-at (a®+b*+t -a (1+t)) =0)
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Solve[-(1-a)at -a (a®+b?+t -a (1+t))+(a-a’+b?)x+(1-2a)by =0, t]-

-a?+a+ab?-ax+a’x-b?2x-by+2aby
t ==

2(-1+a)a

(-a®+a’-b*+ab’+at -a’t +b’t) x+b (a®+b*+t -2at)y-at (a®+b*>+t -a (L+t)) =0/

. -a?+a+ab?-ax+a’x-b?2x-by+2aby
>

2(-1l+a)a

a®-2a° (1+x) +a® (1+2b?+4x+x?) +b? (bx +y)? -
22 (b?+x+2b°x+x?+by-2bxy)-2ab (b¥x-xy+b? (-1+2x)y+b (2x-x?+2y?))
+a? (b*+x%+b (2-6x) y +b? (Bx-2x*+4y?)) =0

a*-2a%+af-2a°b2+2a*b?+a’b*-2a%x+4a*x-2a°x-4ab?x+8a’b?x-4ab?x -
2ab*x+a?x?-2ax?+a*x?+2ab?x?>-2a?b?x?+b*x?>+2a%’by-2aby+2abdy+
2abxy-6a’bxy+4albxy+2b3xy-4abd®xy+b?y?2-4ab?y?+4a’b?y?=0

Térm nos i ndependientes: a*-2a°>+a®-2a%bh?+2a*b?+a?b*

Térmnosenx: -2a%x+4a*x-2a%x-4ab?x+8a?b2x-4a°b?x-2ab*x

Térmnosenx?: a®x?-2a%x?+a*x?+2ab?x?-2a%hb2x?+b*x?

Térmnoseny: 2a’by-2a%by+2ab’y

Térnminosenxy: 2abxy-6a’bxy+4a®bxy+2b3xy-4abdxy

Térmnoseny?: b?y?-4ab?y?+4a?b?y?

LA MATRI Z CDE LA EXPRESI ON MATRI Cl AL DE LA CURVA ENVOLVENTE SERA :

C==
(-a+a2-b2)2 (-1+2a)b (-a+a?-b?) -a(a®-2a%+a*+2b?-4ab?+2a%b?+b?)
(-1+2a) b (-a+a?-b?) (-1+2a)*b? -ab (-a+a?-b?)
-~a(a?-2a%+a*+2b%-4ab?+2a%b?+b*) -ab (-a+a?-b?) az(—a+a2+b2)2
I nvari antes:
Det[ (-a+a12-b2)2 (-1+2a) b (-a+a?-b?) ] .
(-1+2a) b (-a+a?-b?) (-1+2a)2b2

(—a+a2—b2) (-1+2a)b
b (-a+a?-b?) (-l+2a)Det[ ]
(

-a+a?-b%) (-1+2a)b

Se trata de una PARABOLAt engent e al os | ados ACy AB conp puede
verse facil mente al resol ver este senci |l o sistemade ecuaci ones :

Conicayrecta AB

Solve[bx+ (1-a)y="h, a*-2a°+a®-2a’b*+2a*b?+a’b*-2a%x+
4a*x-2a%x-4ab’>x+8a’b?x-4a°b?x-2ab*x+a’x?-2a°x?>+a*x%+
+2ab?x?-2a’b?x?+b*x?+2a’by-2a°by+2ab®y+2abxy-6a’bxy+
4abxy+2b®xy-4ab3xy+b?y*-4ab’y?+4a’b?y® =0}, {x, y}] -

a2-2a%+a*+b2-ab2+a2b?2 (-1+a)b (-a+a?+b?)

T:: y
' { a(l1-2a+a?+b?) a(l-2a+a?+b?)

ConicayrectaAC



Solve[bx-ay=0, a*-2a°+a®-2a%b?+2a’bh’+a’b*-2a%x+

4a*x-2a%x-4ab’>x+8a’b?x-4a®b?x-2ab*x+a?x?-2a%x?>+a*x%+
+2ab?x?-2a’b?x?2+b*x?+2a’by-2a%by+2ab®y+2abxy-6a’bxy+
4abxy+2b®xy-4ab’xy+b’y*-4ab’y*+4a”b?y® =0}, {x, y}] -

-a®+a*+a?h? -a2b+a®b+abd

T = { ' }
(-1+a) (a2+b2) (-1+a) (a2+b2)

Vanos aver, noobstante, algunejenplopréctico.
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Caso_1:{a=2,b=3}
RectaAB: bx+ (1-a)y=b; RectaAB: 3x -y ==

Recta AC: bx-ay==0; RectaAC: 3x-2y =0

Par abol a:

a*-2a°+af-2a°b?+2a*b?+a?b*-2a®x+4a*x-2a°x-4ab?x+

8a’bh?x-4a%b?x-2ab*x+a?x?-2ax?+a*x?+2ab?x?-2a2b2x?+b*x%+
+2a’by-2a’by+2ab’y+2abxy-6a’bxy+4abxy+2b3xy-4abdxy+b?y?
4ab?y?2+4a?b?y?=0/. {a>2, b>3};, 484-412x +49x%>+84y -126xy +81y%2 =0

. {a2—2a3+a4+b2—ab2+a2b2 (-1+a) b (-a+a?+b?)
1==

a(l-2a+a?+b?) ' a(l-2a+a?+b?)
31 33
T, =2, =
! {20 20}

}/. (a-2, b3}
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-a+a*+a?b? -a?b+a®b+abd

{ , }/ (a2, 0533
(-1+a) (a2+b2) (-1+a) (a2+b2)

44 66
L=l )
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Caso_2:A={0,4},B={4,0},C={-1, 0}
Método analitico :

P=(, 0); t eR

A= {0, 4}, B== {4, 0}, C== {-1, 0}
Ecuaci 6nRecta AC: 4x -y == -4
Ecuaci 6nRecta AB: X +Y ==

t-16 4t +4 t+4 4-t
PB=={ = 17+ }; Pc=={ ; T}_,

RectaPgPc: (-12+5t) x + (20+3t)y ==16 +t?2

Envol ventedelasrectas (-12+5t) x + (20 +3t)y ==16+t2%, t eR
(12 +5t) x+ (20+3t)y == 16 +1t2

3 ((-12+45t) x+ (20+3t)y-16-t%==0) > -2t +5x+3y =0

1
Solve[-2t +5Xx+3y =0, t] > {t ->5 (5x+3y)}
1
(-12+5t) x+ (20+3t)y ==16+t2 /. t >3 (5x +3y)

3 5 1 )
y 20+E (5x+3y)]+x [_12+E (5x+3y)] ==16+4— (5x+3Yy)

La Envol vent e de | as rect as es una Coni ca de ecuaci 6n:
25x%2+6X (-8+5y) +y (80+9Yy) == 64;
~48x +25x2+80y +30xy +9y? =64

Coni ca que, expresadaenformamatricial, serdadelaforma:
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25 15 -24 X
(X vy l).[15 9 40].[)’]::
-24 40 -64 1

25 15

15 9

25 15 -24
Det [ )] = 0 > PARABOLA

15 9 40 ]] == -73984 #0; Det[[
-24 40 -64

Método geometrico :

== (6, 0)

A= {0, 4}, B= {4, 0}, C={-1, 0}
Ecuaci 6n Recta AC: 4X -y == -4

Ecuaci 6nRecta AB: x +Yy == 4

*P;: {Recta AC Rect a Perpendi cul ar a ACpor P}

Solve[{4X -y = -4, x+4y =6}, {X, y}] - P1=={ﬂ, i
17 17
P, : {Recta AB N Rect a Per pendi cul ar a AB por P}
Solve[{X+Yy =4, X-Yy =6}, {X, Y}] > P, =={5, -1}
RectaP; P,: 9x +19y == 26
Hal | anbs ahoral os punt os de t angenci ade |l acéni casobrel os | ados ABy AC:
Par a el | o debenos det ermi nar | os puntos Pcy Pg, respectivanente:
*Pc: { Recta Perpendi cul ar a ABpor Ay =0}
Pc: {Xx-y=-4Ny =0} Pc= (-4, 0}
Tg: {Recta AC N Rect a Per pendi cul ar a ACpor Pc}

TB:{4X— ==—4r]X+4y==—4}

20 12
Solve[{4X -y =-4, X+4y=-4}, {X, Y}] » Tg== {_E _E}

*Pg: { Recta Perpendicul ar a ACpor ANy =0}
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Pe: {Xx+4y=16NYy =0} » Pg== {16, 0}

Tc: {Recta AB N Rect a Perpendi cul ar a AB por Pg}

Te: {(X+y=4NXx-y=161}

Solve[{X+y =4, x-y=16}, {X, y}] > Tc== {10, -6}

La céni ca pertenece al haz de céni cas gener ado por | os punt os de cont act o,
Tgy Tcy susrespectivastangentes, |oslados ACy AB.

Haz: a (Recta TBTC)2 + B (Recta AC- Recta AB) ==

20

TB == {— E,

12
_ﬁ}' Tc== {10, -6} » RectaTgTc: 24+9Xx+19y =

Haz: a (24+9X+19y)2+B (AX -y +4) (X +y -4) =
a (24 +9Xx+19y)2 4B (AX -y +4) (X+Yy -4) =
576 0+ 432X 00+ 81 x> a+912y a+342Xy a+361y?a-163-12xB3+4x>B+8yB+3XxyB-y2B3=0

Conpla RectaP; P,: 9x +19y == 26 hade ser tangente aestacoéni ca
ent onces sol anent e puede t ener un punto de ontactoointersecci 6nconella.

26 -9x

a(24+9x+19y)°+B (4X-y+4) (X+y-4) =0/.y > e

18050 a-508-75xB+17x>B =0 -

El Di scri m nante de estaecuaci 6nde Segundo Grado ha de ser nul o
A=0; A== (-758)2-4x17 8 (18050 a-508) = 0 -» 136 af == 2
136 aB=B% (B#0) » 136 a =p; {a=1, B=136}
a(24+9%x+19y)2+B (4x-y+4) (X+y-4) =0/. {a» 1, B 136}
136 (4+4x%-y) (-4+x+y) + (24+9x+19y)% =0

64 +25x°+80y +9y?-48x+30XYy =

5% + 30xy + Oy* — 48x + B0y — 64

En definitiva, la envolvente de esas rectas es una PARABOLA perteneciente al Haz de
cOnicas determinado por los puntos de tangencia Tgy Tc situados sobre los lados ACy AB

del triangulo dado.



