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Propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega, profesor de Matematicas en el IES "Bartolomé-José Gallardo" de Campanario (Badajoz)

Problema 1022.- Sea ABC un tridngulo con incentro I y sea D un punto arbitrario en el lado BC. La recta que pasa por D y es
perpendicular a Bl interseca a CI en un punto E. La recta que pasa por D y es perpendicular a CI interseca a BI en un punto F.
Determinar y representar grdficamente la envolvente de las rectas EF cuando el punto D recorre la recta BC.

Pérez M. A. (2021): Comunicacién personal.
Solucién de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

1) El lugar geométrico de las envolventes es una
conica.

Para determinar qué tipo de figura es la envolvente
de esas rectas vamos a olvidar de momento que te-
nemos un tridngulo. Nos fijaremos en que tenemos
tres rectas CI, Bl y BC del plano proyectivo.

La recta del infinito la vamos a sustituir por una recta
arbitraria t = PgP.. Con todo esto tenemos que el
punto E se define ahora como el punto de intersec-
cién de la recta DP, con la recta CI, y de forma ana-
loga para F. Asi pues, dado D proyectado desde P,
sobre CI se obtiene E; si se proyecta desde Py se
obtiene F.

Esto es equivalente a decir que tomando un punto E cualquiera sobre CI, su proyeccion desde P; sobre BC es el punto D; la
proyeccion de este ultimo desde Py sobre Bl es F.

El proceso que nos lleva desde el punto E hasta el punto F estda compuesto de proyecciones y secciones, asi pues, la asignacién
E — F es una homografia entre las rectas CI y BI.

Esta homografia define una cdnica tangencial con rectas-base CI y BI, que son dos tangentes de la misma.

SiE = CentoncesD = CyF = PgC N BI, conloque larecta EF en este caso es la recta CPg. Andlogamente otra recta EF es la
BPg.

Si tomamos el punto E, = CI Nt, su proyeccidon desde P, sobre BC es el punto D, y la de éste desde Py sobre BI es
F, = BI N t, esto significa que la recta t es otra recta de la cénica tangencial.

Disponemos pues de 5 rectas de la envolvente buscada. La cdnica queda ya perfectamente definida.
Cuando la recta t sea la del infinito el lugar geométrico de las rectas EF es una pardbola.
2) Representacion de la conica de las envolventes en el caso particular del enunciado.

En el enunciado original del problema se sustituye perpendicular
a Bl por paralela a la bisectriz exterior de B y de esta forma
estaremos en las condiciones del apartado anterior. Las cinco
tangentes de que disponemos son ahora las cuatro bisectrices
de los angulos By C vy la recta del infinito. Es facil ver que cuan-
do D =B, E es el excentro E. y cuando D = C, F es el excen-
tro E,,.

Ya sabemos que se trata de una parabola. La fijaremos con su
foco y su directriz.

En una parabola toda circunferencia circunscrita al triangulo
formado por tres tangentes pasa por el foco. Ademas, el orto-
centro de este tridngulo estd sobre la directriz.

Con esta propiedad podemos deducir que A es el foco, pues el cuadrilatero formado por A4, I, uno de los vértices y el excentro
del otro es ciclico, como puede observarse en la figura.

El ortocentro de cualquier tridngulo AEFI formado por las bisectrices interiores de B y C y una recta ‘EF’ tiene a D como orto-
centro, por tanto el lado BC es la directriz. =



