TRIANGULOS CABRI
16 de enero de 2022 a 31 de enero de 2022

Problema 1033. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega)

@® Dado un tridngulo ABC con puntos de Brocard Q,; y ,, probar que:

© Elpunto medio M del segmento Q,Q, esta situado sobre la recta de Euler del triangulo ABC si
y solo si dicho triangulo es isdsceles.

® El punto medio M del segmento Q;Q, nunca esta situado sobre la circunferencia de Euler del
triangulo ABC.

@ Fijado un segmento BC, determinar el lugar geométrico que debe describir el punto A para que:

O El tercer punto de Brocard X, del tridngulo ABC esté situado sobre la recta mediatriz del
segmento BC.

® Los puntos de Brocard Q, y Q, del tridngulo ABC estén alineados con él e identificar la recta
que contiene a los tres puntos.

© Los puntos de Brocard Q; y Q, del tridngulo ABC verifiquen queQ;Q, 1 BC.
Solucion:
©)
© Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC, como:

_ 2.2 212 . L2,.2
{Ql—(ac 1a’b? 1 bc?) =>M=(@*bB?>+c?): b*a?+c?): cXa? +b?))

Q, =(a?b? : b%c? : a%c?)
y la ecuacion de la recta de Euler del tridngulo ABC es:
(b*—c*)Sx+(c?—a*)Spy+(a*—b*)Scz=0
entonces, el punto M esta situado sobre dicha recta si y solo si:
(@ +b*+c2)a+b)b+c)e+a)a-b)b-c)c—a)=0

es decir, si y s6lo si:

lo cual significa que dicho triangulo es isosceles.
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® Como la ecuacion de la circunferencia de Euler del tridngulo ABC es:
2(c?xy + b?xz +a*yz) = 2(Syx + Sgy + Scz)x +y+2) =0
entonces, si el punto M estuviese situado sobre ella, tendriamos que:
0 <4a’*b*c*(a* +b*+c*)=0

lo cual es imposible. Por tanto, el punto medio M del segmento Q,Q, nunca estd situado sobre la
circunferencia de Euler del triangulo 4BC.

Si A4 es uno de estos puntos, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC,
resulta que:

Q, =(a?c? : a?b? : b%c?)
Q, =(a?b? : b2c? : a%c?)

© Como la ecuacidn de la recta mediatriz del segmento BC es:
b2 =cx+a*y—a’z=0
imponiendo que el punto X5 = (b%c? : a’c? : a*b?) esté situado sobre ella, obtenemos que:

b=c
(b—c)b+c)a*—be)a® +bc) =0 = 6
bc = a?
por lo que el punto 4 debe estar situado sobre la recta mediatriz del segmento BC o sobre el
6valo de Cassini cuyos focos son los puntos B y C y cuyo producto de distancias es igual a
B(C?, exceptuando sus dos puntos de interseccion con la recta BC, ya que para estos puntos no
tendriamos un triangulo.
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® Estos dos puntos estan alineados con el punto 4 si y sélo si:

1 0 0
0=| a?c* a*b? b?c? | =
a*b* b*c? a*c?

a’b?® b*c?
b*c* a’*c?

2 o @ b? 2,.2(,2 2
=bier | =he (a* —bc)a? +be)

es decir, siy solo si bc=a?, lo cual significa que el punto 4 debe estar situado sobre el dvalo de
Cassini cuyos focos son los puntos B y C vy cuyo producto de distancias es igual a BC?,
exceptuando sus dos puntos de interseccién con la recta BC, ya que para estos puntos no
tendriamos un triangulo. Ademas, en este caso, como Q; =(c?:b%:bc) y Q,=(b?: bc:c?),
entonces, la recta que contiene a los puntos 4, Q; y Q, es la bisectriz interior correspondiente
al vértice A4 del tridngulo ABC, cuya ecuacion es cy—bz=0.
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© Como los puntos Q; y €, tienen el mismo peso, entonces:
0,Q3% =(a®(c* = b?) : b*(a* - c?) : 2 (b?* —a?))
por lo que, al ser BC* =(0:1:-1), se verifica que:

a’[b* + c* —a?(b* + ?)]
2

Q1Q, 1BC o 0=0Q,Q5-BC* =b*(a>-c?)Sp—c*(b*> —a?)Sc = o b+t =a?(br +c?)

Ademas, considerando el sistema de referencia cartesiano de ejes rectangulares con origen en el
punto medio M del segmento BC vy eje de abscisas en larecta BC, si 4 =(x,y)(y+0), como:

entonces:
22V (a2 2y, 3at (@t 2y, at _ at
(x%+y?) —2(4)(y x?)+ 16 —2(4)(y x?)+ 7716

por lo que el punto 4 debe estar situado sobre el 6valo de Cassini cuyos focos son los puntos F_
y F. de interseccion entre la circunferencia con diametro BC y la mediatriz de dicho segmento y

2
cuyo producto de distancias es igual a Bg exceptuando sus puntos de interseccion con la recta

BC, ya que para dichos puntos no tendriamos un triangulo.
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