
Problema 1034.- 
Sea H el ortocentro de un triángulo ABC. Sea D el punto medio de BC. Sea E el punto en la bisectriz de 
∡𝐵𝐴𝐶 tal que 𝐴𝐸 ⊥ 𝐸𝐻.  Sea F el punto tal que AEHF es un rectángulo. Probar que los puntos D, E y F están 
alineados. 
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Solución de Florentino Damián Aranda Ballesteros. Córdoba. 
 

 
Sean 𝐴1, 𝐵1𝑦 𝐶1, los pies de las alturas ℎ𝑎, ℎ𝑏𝑦 ℎ𝑐 , respectivamente. Asimismo sea 𝑂1 el centro de la 

circunferencia que circunscribe al rectángulo 𝐴𝐸𝐻𝐹. 

De la construcción realizada se observan los siguientes hechos de interés: 

∡𝐸𝑂1𝐻 = 2 · ∡𝐸𝐴𝐻 = 2 ·
1

2
∡(𝐶 − 𝐵) = ∡(𝐶 − 𝐵) 

Determinamos las longitudes de los segmentos 𝑂1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  𝑦  𝐴1𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 

(*) Hallamos la longitud de 𝑂1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  

𝑂1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ℎ𝑎 −

1

2
𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑏 · 𝑠𝑒𝑛𝐶 −

𝑏 − 𝑎 · 𝑐𝑜𝑠𝐶

2𝑠𝑒𝑛𝐶
 

(*) Hallamos la longitud de 𝐴1𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ .  

𝐴1𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ =
1

2
(𝑎 − 2𝑏 · 𝑐𝑜𝑠𝐶) 



Los puntos 𝐷, 𝐸 𝑦 𝐹 están alineados si y sólo si lo están 𝐷, 𝐸 𝑦 𝑂1. Y esto será cierto si y sólo si 

 𝛼 = ∡𝐷𝑂1𝐴1 = ∡𝐸𝑂1𝐻 = ∡(𝐶 − 𝐵)  ya que los puntos 𝐴, 𝑂1, 𝐻  𝑦  𝐴1 sí que están alineados. 

Vamos a ver el valor de la tangente del ángulo 𝛼 = ∡𝐷𝑂1𝐴1 

tan 𝛼 =
𝐴1𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=

1
2

(𝑎 − 2𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶)

𝑏𝑠𝑒𝑛𝐶 −
𝑏 − 𝑎𝑐𝑜𝑠𝐶

2𝑠𝑒𝑛𝐶

=
(𝑎 − 2𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶) · 𝑠𝑒𝑛𝐶

2𝑏𝑠𝑒𝑛2𝐶 − 𝑏 + 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝐶
=

(𝑎 − 2𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶)𝑏𝑠𝑒𝑛𝐶

2𝑏2𝑠𝑒𝑛2𝐶 − 𝑏2 + 𝑎𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶
 (𝐼) 

Por otra parte, teniendo en cuenta que, ℎ𝑎 = 𝑏 · 𝑠𝑒𝑛𝐶  

tan ∡(𝐶 − 𝐵) =
𝑡𝑎𝑛𝐶 − 𝑡𝑎𝑛𝐵

1 + 𝑡𝑎𝑛𝐶 · 𝑡𝑎𝑛𝐵
=

ℎ𝑎
𝑏 · 𝑐𝑜𝑠𝐶

+
ℎ𝑎

𝑎 − 𝑏 · 𝑐𝑜𝑠𝐶

1 +
ℎ𝑎

2

(𝑎 − 𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶)𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶

=
𝑏𝑠𝑒𝑛𝐶(𝑎 − 2𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶)

(𝑎 − 𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶)𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶 + 𝑏2𝑠𝑒𝑛2𝐶
 . 

tan ∡(𝐶 − 𝐵) =
𝑏𝑠𝑒𝑛𝐶(𝑎 − 2𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶)

𝑎𝑏𝑐𝑜𝑠𝐶 − 𝑏2𝑐𝑜𝑠𝐶 + 𝑏2𝑠𝑒𝑛2𝐶
 (𝐼𝐼) 

 

De este modo queda probado que (𝐼) = (𝐼𝐼). 

 

Puesto que los puntos 𝐴, 𝑂1, 𝐻  𝑦  𝐴1 están alineados y hemos probado que  

𝛼 = ∡𝐷𝑂1𝐴1 = ∡𝐸𝑂1𝐻 = ∡(𝐶 − 𝐵) resultará así, que los puntos D, E y F habrán de estar alineados. 

 

 

 


